ОСАНЕТИЕТЕРБУРГЪ. | и 


ТИПОГРАФТЯ ИМПЕРАТОРСКОЙ АКАДЕМИ НАУБЪ. < 
{Вые. Оетр., 9 х., № 19). 


Книга, первый выпуекь которой я теперь издаю, ихфеть: целью 
_ дать возможно полное изложеше теори упругости со включенемъ 
Е узевя о распространени бвфта въ прозрачныхь средахъ. Я надюсь, 


=. 


слфдующимь выпускомь книга будеть закончена; въ немь будеть 
но предисломе, заключающее въ себф кратьйЙ историческй | 
ь развитя этихъ ученй до настоящаго времени. : 
Приношу мою глубокую благодарность Совфту С.-Петербургокаго 
орситета, доставившему мн средства на напечатане курса ана- 
_ литической механики и этого самаго выпуска. у 

Е И Д. Бобылевт, 


Май, 1-е число, 


" 


ВВЕДЕНГЕ ВЪ ТЕОРПО УПРУГОСТИ, 
ТИДРОСТАТИКА 


ОСНОВНЫЯ УРАВНЕНТЯ ГИДРОДИНАМИКИ, 


10 


— 0 составленм дифференщальныхъ уравненй движеня гибкихъ и деформируе- 
. мыхъ сплошныхъ тЬлЪ. 


Въ этой главЪ будуть изложены соображеншя, которыми руководствуются при 
_ прижфненти механики систехы матерьяльныхь точек къ теорли равновзоя и движеня 
деформируемыхь сплошныхъ матерьяльныхь тёлъ разнаго рода. 


$ 1. Предположеня, дЪлаемыя относительно силъ взанинод® йств!я 
между атомами, 

По атомистической твори, всяков матерьяльное твло, не смотря на свою кажу- 
щуюся сплошность, состоитъ изъ атомовъ. 

Каждый атомъ есть недфлимое абеолютно-твердое тВло, разифры котораго въ 
такой же степени ничтожны, въ какой, примфрно, громадны разстоящя отъ земли до не- 
подвижныхь звфздъ. 

} р Между атомами дЙствують силы взаимнодЪйствя, которыя, можеть быть, не 
только стремятся изифнить разетояня между ними, но могуть еще побуждать ихъ 
, принять вращательныя движешя относительно друг друга. 

ь образомь творя движешя и равновфейя матерьяльнаго нетвердаго твла 
_ приводитея къ вопросу механики системы твердыхь тЬхь, между которыми дЪйствують 
нзкоторыя силы взанмнодфйетвя; для того, чтобы поставить разсужденя на опред- 
лонную почву, необходимо едфлать предположеня относительно вида аломовъ и отно- 
сительно закона взаимнодЪйствй между ними. . 

Во многихь вопросахь математической физики нЪтЪ надобности принимать въ 
разочеть вращеше атомовъ; тогда можно каждый атомь замфнить матерьяльною точ-. 
кою, не дфлая никакихъ предположенй относительно вида атомовъ. 


1 


Относильно силъ взанинодЪйствя, дфИствующихь между матерьяль 
замфняющими атомы, дЪлаются обыкновенно слфдующия предположеня. 


ПРЕДПОлОжЖЕШЕ Ё отноеи- ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, ЧТО СИЛЫ ЭТИ СЛЬДУЮТЪ НА ГАЗУ 
ТЕЛЬНО ВЗАИМНОДЬЙСТВЙ МЕ- РАВЕНСТВА И ПРОТИВОПОЛОЖНОСТИ, Т. Е. ЧТО СиЛЬ, ДЗ 
ЖДУ АТомАМИ. СТВУЮПЯ МЕЖДУ АТОМАМИ А и В, РАВНЫ и ПРЯМОПРО- 

тивоположны. 


Кром ТОГО ПРЕДПОЗАГАЕТСЯ, ЧТО ЭТИ СИЛЫ НАПРА- 
ВЛЕНЫ ПО ЛИНШ, СОЕДИНЯЮЩЕЙ ТОЧКИ, ТО ВСТЬ АТОМЫ 
Аи В, п что ВЕЛИЧИНА КАЖДОЙ ИЗЪ ЭТИХЪ СИЛЬ РАВ- 
НЯЕТСЯ ПРОИЗВЕДЕНЮ 


тлтв (дв), 


гдь Жди тв СУТЬ массы АТОМОВЪ, А с 
СТОЯШЕ МЕЖДУ НИМИ. и 


Еромё этихъ силъ, на атомы могуть дфйствовать еще и друг силы, исходяния 
изъ центровъ, лежащихь вн разематриваемаго тфла. 

При такихъ предположешяхь, теойя движешя и равновъсля матерьяльнаго не- 
твердаго тБла приводится къ вопросу механики системы матерьяльныхь точекъ, къ 
которымъ приложены данных силы, 


$2, Шесть такихъ дифференщальныхь уравненй для каждой части 
тбла, изъ которыхъ исключены величины вефхъ внутреннихъ силъ этой 
части, 

Предотавимь се0% всю систему матерьяльныхь точекъ, заибняющихь атомы дан- 
наго матерьяльнаго тфла. 

Выдфлимь мысленно какую либо часть тЪла, какую угодно и которую угодно. 

Вею совокупность атомовъ, заключающихся внутри выдфленной части, буде 
обозначать знакомь «7, а всю совокупность атомовь остальной части твла — зна- 
комь Ех. 

Атомъ части Ти будемь обозначать буквою #2 съ надлежащимь значкомъ внизу 
и сбоку ед, а атонъ части Ех — буквою |, тоже съ надлежащимь значкомь (напри- 
ибръ, т, , т, т, . „т; суть различные атомы части «Ли, & 4, №,.....- — 
различные атомы части 2); впрочемъ эти знаки должны обозначать преимущественно 
величины массъ тВхЪ же атомовъ. 

Предотавимь себ, что мы составили дифференщальныя уравненя движения для 
каждаго изъ атомовъ части «7и; для того, чтобы условиться относительно обозначеня 


РИА РЕТОрИР | 


ифкоторыхь величинь, входащихь въ эти уравнен!я, мы выпишемь здфеь одно изъ =. 


ихъ, а именно первое дифференщальное уравнен!е для атома т: 


т:з=т, ; тур, (то) Е ва. 


2] С ( 
а ож х ид 


Вторая часть этого уравнешя представлена въ видф трехъ членовъ; первый 
член выражаетъ сумму прозкшй силъ, дЪйствующихь на атомъ %, со стороны вохь 
остальныхь атомовъ части Ли, такъ что суммироване, означенное въ этомь член, 
должно быть распространено на ве атомы этой части; второй членъ выражаеть сумиу 


‘прозкцИ силь, двИствующихь на атомъ 7%, 0 стороны вефхъ атомовъ части 2; на- 
конець, трет! члень (Х;) выражаеть сумму проэкщ вефхъ | сил, отвующихь на _ 
этонъ и; извнф разсматриваемаго тьла. ‚ 

Предетавихь себЪ далфе, что съ дифференщальными уравнемями движеня ато- 
_ лювъ части 0 мы поступимь такъ, какъ ‘показано въ $$ 85-мъ и 93-мь механики 
_ жалерьяльныхь точекъ; тогда получимь шесть дифференщальныхь уравнешй для 
части «0: три дифференщальныя уравненая движеня центра инерщи ея и три диффе- 
`енщальныя ураввеня моментовъ количествь движеня всей этой части. Въ первыхь 
 трехь уравнешяхь взаимно сократятся проэкщи каждой пары равныхь и противопо- 
_ложныхь взаимнодЪьИствЙ между атомами части «Ти, а въ остальныхь трехъ — равные 
и противоположные моменты каждой такой пары, такъ что в0 есьхё шести урав- 
_  нешять не будетв закаючаться никакихь внутреннить силе части „т матерьяль- 
__  ваго та. 


Эти шесть диффренщальныхь уравнений будуть таковы: 


: Хи '= Ум т У е + У Х,........ (4,0) 
т „т 


2 
к т;у’= У Хы" + >) У . (1,5) 
я 
Е За нета У. 
т д = 


"+ Хил асы (!, 4) 


= ыы ЕЖЕ УЕ ть 


а. НУ 
т 8 р: У», х, вы Йа (и) м Е. и р Е А (4, <) 
у т Ех т 
а. < бери ПА 
м 2 У, Х,,..... (1, Г) 
«тв Ех т 


—_ ТД а, 4), Ил, суть моменты количествь движешя части Ти вокругь осей Х-овъ, 
У-0вь и въ, 


Тавйя шесть дифференщальныхь уравнен! должны имфть мЪето, какъ для всего 
мнтерьяльнаго тфла, такъ и для всякой части его, большой или малой. 


$3. Радусъ сферы дЪйствя частичных сналъ. } 

Произведене 2; 4, Ку (7), заключающееся въ иредыдущихь формулахъ, выра- 
жать положительно-взатую величину отталкивающей силы или отрицательно-взятую 
величину притягательной силы, дЪйствующей между атомами и; и 

Виль функщи Г, (7) въ точности неизвъстень; но для объяснешя большей 
части изввотныхь намъ явлемй физическаго мра, а въ особенности тфхь, которыя 
разематриваются въ физик частичныхь сидъ, намь приходатся сдфлать слёдующее 
аредположеше относительно характера. этой функши. 


Предположене Е отно- ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, Это. ФУНКЦ Д т: 
СИТЕЛЬНО РАДТУСА СФЕРЫ ДЪЙ- СУММЫ ДВУХЪ ЧА. 
СТЫЯ ЗАСТИЧНЫХЪ СИЛЪ. ПЕРВАЯ ЧАСТЬ ЕСТЬ `НыютоновА. СИЛА. 
м ОБРАТНО-ПРОПОРЦЮНАЛЬНАЯ КВАДРАТУ РАЗСТО: 


ЗАМБТНУЮ ВЕЛИЧИНУ ТОЛЬКО ПРИ НИЧТОЖНО-МАЛЫХТ , 
РАЗСТОЯНЯХЪ МЕЖДУ АТОМАМИ, ПРИ РАЗСТОЯНТЯХЬ ЖЕ 
РАВНЫХЪ ИЛИ БОЛЫНИХЪ НЪКОТОРОЙ ВЕСЬМА МАЛОЙ ВЕ- 
Личины р, ФУНКЦИЯ ЭТА РАВНА НУЛЮ. 


Означивь эту вторую функцию черезъ Ф (*), ве выразить приведенное ро 
положено въ вид слфдующей формулы: 


ты = < + тр. 


п 
Оила ид () известна подъ именемь частичной силы, а разстояше тм 
вается радусом сферы дъёстая частичныхе силз. 

При такомь предположени первые члены вторыхь частей уравнешй (1) раздв- №. 
лятся на двф части каждый; одна часть будеть относиться къ частичнымь силамь, 
другая — къ силамь тяготьшя, дЪйствующимь со стороны атомовъ |. на атомы 72. 

Обратимъ внимане на члены, зависяние отъ частичныхь силъ. ы. 

На основанш вышеприведеннаго предположения, 1% 
эти члены будуть заключать взаимнодЪйствя только у: 
между такими парами атомовъ р. ит, разстояня меж- — 
ду которыми не болфе р (радуса сферы д®йств:я); вё6 
тав1е атомы |. части тфла Е находятся въ слоф тол- 
щины о, прилежащемь къ поверхности 5, отдлающей 
эту часть отъ части /и; ве же таке атомы и части 
та Ти находятся въ другомъ слоф такой же тол- 
щины, прилежащемь къ той же поверхности 5 60 
стороны и; на чертежь 1-мь изображены оба эти 
слоя, первый обозначень буквою В, второй — буквою <. 

Такимь образомь оказывается, что частичных силы, дЪйствующия со стороны . 
части твла Ех на часть „Ти, ры къ атомамь слоя а и исходять изъ атомовь 
слоя В. 


$4. Напряжение (56255). 

Выдьлимь мысленно изъ поверхности 5 вакой либо элементь А весьма иалыхь 
размьровъ. к. 

Представимь себЪ всю совокупность тёхъ частичныхь силь, приложенныхь къ — 
атомамь части слоя а, прилежащей къ элементу 45, направленя ХоТорить перес- - 
кають поверхность этого элемента. 

Въ англИекомь научномь язык® существуеть особый терминъ для наименованя 
этой совокупности силь, а именно терминъ „5\гезз“, который мы переведемь на русов и: 
ЯзЗЫКЪ словом „напряженае“; но намъ необходимо условиться относительно правиль- 
нато употреблешя этого термина. * 

Вышесказанную совокупность силь мы будемь называть напряженемь, дъй- — 
ствующиме сквозь площадку №8 на часть тъьла «7 со стороны части Е; воябд- _ 


пующее сквозь ту же площадку на часть ‘плаа Ра ©0 стороны части 

_ пла Ти, будеть совокупностью силь, равныхъ и противоположныхь силамь преды- 
_ дущей совокупности. 
Пусть 4 есть какая либо точка поверхности 5, находящаяея внутри пло- 
° щадки ДЗ или на ея периметр. Возстановимь нормаль и изъ точки А къ поверх- 
‘вости 5 внаружу части /и. ь 

Составим сужиу проэкшй на ось Х-овъ вефхъ силъ первой совокупности и раз- 
8 ДЬлимЬ эту сумиу на величину площади элемента 45; точно также поступимь и съ 
суммами проэвийй этихь силъ на дв друмя оси; получимь три отношеня: 


5 Е 
А ВАО 1.80) 

Величины этихъ отношенй мотутъ измьняться съ изивненемь мбота олемента на 
поверхности и съ измфнениемь разивровъ его; при`непрерывномь уменьшен рази- 
ровъ элемента, отношеня эти будуть приближаться къ н®которымь предфльнымь зна- 
_  щевямъ, величины которыхъ могуть зависть оть того, къ какой точеЪ поверхности 
| приближается постепенно съуживающаяея периферя элемента. 

Предположимь, что, при уменьшени разиёровъ элемента 48, мы съуживавмь его 
периферю такимъ образомъ, чтобы точка А воегда находилась внутри или на пери- 
— феи; пуеть Х,, У, ий, суть предфяьныя значения, къ которымь отношеня (2) 
_ приближаются при такомъ уменьшены разифровъ элемента Дб, т. ©.: 


У. 

предфть [5 ты 
Г 

предьаь | я да У... $) 
У 

предёль | 15 и 


Величину: о 
= + УХА У ОСЕР Ь, 


вы будемь называть селичиною напряженщя, дтйствующиело на часть п в 
зночкь А поверхности 5, а направлене, проведенное изъ точки А и составляющее 
_©Ъ осями координать таке углы, косинусы которыхъ равны отношенямъ: 


ь- № № № 
х Вы? РР? 
назовемь направлешемь этото напряжешя. { 


Направлен!е напряжен!я мы будемь обозначать тиъ же знакомь Ё,, какимь 
‘обозначаемь величину его; поэтому можемь написать слдующи равенства: 


Е, 03 (Е„Х)=Х,,| ‹ 
К Пн 
Е, (Е, 2, 


Е . 


к выражающие, что Х,, У,, 2, суть проэкциг рн то сии хоордивать, паи 
составляющя ето по тим аи . ы 


$ 5. Выражешя проэкщй на оси координатъ главнаго вектора и 
наго момента напряжешй, дЪйствующихъ на часть твла, 

Если точка приложешя какой либо силы будеть перенесена иа какую либо длину — 
вдоль по ея направлению, то черезъ это но измфнится ни моменть ея вокругь какой. 
нибудь оби, ни моментъ ея вовругь какого либо центра. 

Поэтому, при составлент уравнений (1) мы вправф предположить, что точка 
приложеня каждой частичной силы, дЪйствующей изъ атома |. части 2 на атожь 
части 7, перенесена изъ 2%, вдоль по направлентю 2», въ точку пересбченя длины р. 
еъ поверхностью 9; черезъ это величины проэкщ главнаго вектора и главнато мо- 
мента частичныхь силъ не измнятся, но изинится видъ выражен!Й этихъ величин, % 
тавъ какъ увотомъ приложения частичных силъ будеть теперь считаться не слой о, 

а поверхноеть 5. 

Для того, чтобы составить новыя выражения соотвЪтственныхь чабновъ уравие- 
ви (1), надо прежде всего представить себЪ, что вся поверхность 5 раздроблена па 
безчисленное множество элементовъ боезконечно-малихь размфровь, затмить надо в0- 
ставить выражения проэкщй на оси координатъ вектора и момента напряжений, прило-. 
Жонныхь къ каждому элементу; этя выражения будуть заключать величины Х,, У,, 

#,. Составивъ надлежашя выражения, останется только взать интегралы по ей по. 
зверхности. 

Величины Х,, У,, 2,, т.е. проэкщуи на оси координать напряжения, дЪИствую- 
щаго въ точкЪ поверхности 5, суть функши координать точекъ поверхиости, но 
функции не сплошныя; он могли бы быть сплошными, если бы вещество было сплош- 
нымь въ дфИствительноети, а не состояло бы изъ атомовъ, раздфленныхь промежут- 
ками, и если бы частичный силы дЪйствовали между вобми точками слоя 8 и воии 
точками слоя о, а не между изолированными точками-атомами этихъ слоевъ, 

Однако во вефхъ разсчетахь математической физики эти функщи предпола- 
таются сплошными; на это предположение считаемъ нужныхь обратить внимане. 


Предположенте (7 относи- Проэкщи Х,, У,, #» НАПРЯЖЕНИЙ, ДВЙСТВУЮЩИХЪ, 
ТЕЛЬНО СПЗОШНОСТИ ФУНКЦИЙ, ВЪ ТОЧКАХЪ ПОВЕРХНОСТИ 8, ПРЕДПОЛАГАЮТСЯ СПаОШЕ 
ВЫРАЖАЮЩИХЪ ПРОЭКЦИ НА- НЫМИ ФУНКШЯМИ КООРДИНАТ. 

ПРЯЖЕНЯ НА ОСИ`КООРДИНАТЪ. 


При такомь предположенши, напряжешя Ё’, въ двухъ безконечно-близкихь точ- 
кахъ поверхности разнятся безконечно-мало, какъ по величинЪ, такъ.и по направле- 
ню; вели бы они были вполн® одинаковы во вебхъ точкахъ элемента 45, то проэкци 


на оси координатъ вектора вобхъ частичныхь силъ, приложенных къ этому элементу, 
были бы равны: 


Х,45, У,45, 2,48, 
а проэкщи момента вефхъ этихъ сить были бы равны: 
(4.2,—2.У,) 45, (2,Х,— 2,7,) 48, (е.У,—у,Х,) а, 


тд 2,, У., 2, суть координаты центра инерции площади элемента 45. 


а 


Вообще хе, ва основант подышать предположени <, ‘проэкщи на оси оо 
тлавеаго вектора напряженй, приложенныхь къ точкамъ Е поверхности 5, 


тлавзаго момента твхъ же напряженй выразятся интегралами: 


еж эхоаа, | | я. 
ежа, | 


_ 8 =,, у,› 2, суть координаты какой либо точки элемента, & Х,, У,, 2, — проэкци 
= дВИствующаго въ этой точкЪ на часть тбла „Ли. 


$6. Измбрешя напряжешя, дЪйствующаго въ точкВ данной поверх- 
 вости. Давленя, натяжения и тангенщальныя напряжешя, 

Веяшя силы, приложенныя сплошнымь образомь къ какой либо поверхности, 

°  разсчитываются такъ сказать на единицу поверхности, а именно, для каждой точки 
поверхности вычисляется не величина силы, но величина нфкотораго отношеня силы 
къ площади, 

Разечеть производится такимь же образомь, какъ показано въ 8 4-мъ относи- 
тельно опредфленя величины и направлен!я напряженя Р,, дЪИствующаго въ какой 
либо точкф поверхности съ той стороны, кудз. возстановлено положительное направле- 
зе нормали и, на часть тфла «Ти. 

Изъ форнуль (2), (3) и (4) видно, что величина напряженя №, иметь изи®- 
решя отношеня силы къ площади, такъ что: 


единица напряженя 2, = Е ....(8) 

ы Чтобы составить себЪ понят!е о значени этой единицы, представихь себ% такой 

‚ что часть поверхности & имфетъ видъ плоскости, что напряжения, дЪйствующия 

Бо вст точкахь этой части поверхности, равны и параллельны между собою и что 

главный везторъ напраженй, приложенныхь къ каждой единиць площади этой части 

поверхности, равень едивицф силы; тогда величина напряжешя, дЬйствующаго въ 
каждой точвЪ этой части поверхноетя, будеть равна единиць напряженй. 

Если же главный векторъ напражен!й, приложенныхь къ каждой единицв выше- 
сказанной части поверхности, равень Х единицамь силы, а вс прочя обстоятельства 
будуть т же, то величина напряжешя, дЪйствующаго въ каждой точк этой поверх- 
вости, будеть равна  единицамь напряжений, 

Вь тёхъ случаяхь, когда поверхность 5 ие плоская и напряженя въ точкахь 
ел хотя и неодинаковы, но слфдують условшю сплошноети, знаше величины и направ- 

. 2 


ления напраженя Ё,, дЬйствующаго въ какой либо точь А этой поверхности, даеть 
намь возможность утверждать, что главный вокторь напряжений, приложенныхь къ 
безконечно-малому олементу 45, заключающему въ себЪ точку 4, имфетъь величину, 
отличающуюся оть Р, 45 безконечно-малыии везичлвлия высшихъ порялковъ. 

Всякое напряжеше, действующее въ точкВ поверхности, можеть быть разложено 
на дв составляющя: одну по направлению нормали я, другую — въ касательной пло- 
кости къ поверхности; первая составляющая называется натяжещемь, если она на- 
правлена по положительной части нормали, и давленеме въ противоположномь случа; 
составляющая напряжения въ касательной плоскости называется танениальныме на- 
пряженем. 

Когда извфетны Х,, У, 


„з 2,з то составляющая наприженя по нормали ® вы- 
разится такъ: 


Е, 608 (Е,,") =Х, 608 (п, Х)-+ У, в03 (п, У) -н 2, 603 (п,7);. 3 (9) 


это веть натяжене, если направлеше Е’, составляетъ острый уголь съ положительныхь 
направленемь нормали; еели же уголь (Е,,п) тупой, то формула (9) “Ав 
отрицательно-взятую величину давлешя. 

Надо нифть въ виду, что къ наружной поверхности тёла могуть быть о Е 
внъишийя давленя, натяжешя и тантенщальныя напряженя. 


$7. Силы, приложенныя къ элементамъ объема сплоннаго дла, 

Силы, приложенныя ко веБиъ зтомамь тёла и дЪйствующия извнё его, а также 
силы тяготЪня, дЪйствуюпия между атомами его, мы будемь называть силами, при- 
ложенными к5 элементам обзема ттъла или проще объемными сил лами. 

Эти силы, приложенных къ атомамь силошнаго тёла, вводатея въ разочеть ел5- 
дующимь образож. 

Возьмемь какую либо точку 4. тёла и мысленно выдфлимъ малый объемь АО 
его, заключающи точку 4 внутри себя или на своей поверхности. Составимъ вели- 
чины пров на оси координать тлавнаго вектора силъ, приложенныхь ко вофмь 
атомамь этого объема и раздфлимь эти величины на массу Ат объема АО; получатся 
отношеня: 

хх 
Вт? Ат? 


х2 
Вт 


величины которыхь могуть завиевть. оть величины и вида выдфленнаго объема 40 
твла. Предотавимь себф, что мы выдфляемъ все меныше и меныше объены ДО, за- 
клЮЧчающуе ВЪ 660 точку 2; по мёр приближешя величины объема къ нулю, вели- 
чины вышесказанныхь отношенй приближаются къ нфкоторымь предфламь, которые 
мы означимь тавъ: Ф,, )., Зд; елдовательно: 


-&0=0 


= 
с: Важа) . 


называть величиною объемной силы в5 точкь А. `Направлене бл, опре- 
# косинусами: ; 


95 В, 4, ® в, У 8,054, ....-19) 


зазывать направлещеме этой силы; тогда предфлы (10) получать зна- 
прозкжий этой силы на оси координать, или составляющихь ея по этимь осямъ. 

#..Э 7 Зал вуть функши координать точки А и притомь функщи не сплош- 
таль вавъ къ промежуткамъ между атомами силь не приложено; но мы будемь 
 прелвелагать, что эти функции неразрывны внутри всего объема занимаемаго т ломъ, 
изме хы будемъ при этомь считать салошнымь; такое. предположене аналогично 
т пю С, сдфланному относительно силъ поверхностныхь. 


= 
 ПеЕдположЕшЕ Н отно- Проэкции &, 9), 3 ОБЪЕМНОЙ силы, дъйствующей 
Ю сплошиости оБЪЕМ-  ВЪ ТОЧКАХЪ СПЛОШНАГО ТБЛА, ПРЕДПОЛАГАЮТСЯ СПЛОП- 


силЪ. НЫМИ ФУНКЩЯМИ КООРДИНАТЪ ЭТИХЪ ТОЧЕКЪ, 


При такомь предположени объежныя силы 55 въ безконечно-близкихь, точкахь 
разнятся между собою безконочно-мало, какъ по величинЪ, такъ и по направ- 


Величина & имбеть измреня ускорешя, такъ какъ она равняется отношению 
р у ра 
силы къ массв. 
__ единиц, силы 
"Единица Величинь 5 = -оаиниц массы ***.*-- ООВ 


Олфдовательно, можно сказать, что величины и направлешя $ предетавляють 
‘<0бою величины и направления тьхъ ускоренШ, которыя приняли бы точки свободнаго 
_тьла при дЪйстви объемныхь силъ, если бы не существовало ни частичныхь силь, ни 
знфшнихь напряжений. я 
Если бы величины и направления у были одинаковы во вехъ точкахъ твла, то 
объемныя силы. были бы приложены къ нему однородно и тогда величины проэкцй 
силы, приложенной ко всему тЬлу, равнялись бы произведенямь ХМ, 3)М, ЗМ, 
тдЪ М есть масса тВла. 
Бь числу такихь однородных силь принадлежить сила тяжести; если ось У-овъ 
параллельна силы тяжести, то & и 3 во всякой точкВ тфла равна нулю, & 


Тоде во ВСЯКОЙ тОЧкЪ тФла. 

Тавле случаи однороднаго распредьленя объемныхь силъ ветрёчаются сравни- 
тельно рёдко, большею частью величины и направления $ неодинаковы даже въ ма- 
зыхъ частяхь твла. 

Однако, по предполатаемой нами сплошности объемныхь силъ, въ безконечно- 
бтизвихь точкахь тфла величины и направления $ разнатся между собою безконечно- 
э* 


мало; олдовательно, чкь менфе зазмры какого либо весьма малаго а аа, 
_  Т№мь менфе разнятся между собою ускореня $ различныхь точекь его и рите: 
дЬлоне приложенной къ нему объемной силы однородае. Е 
, > Но этимь причинамь проэкции на оси координатъ объемной силы, прож | 
къ безконечно-малому объемному элементу 40, выразятел такъ: 


$са0 = а,, Эо40 н а,, 30+ ©, 


& проэкщи на оси координать момента этой силы — такъ: 


(у3 — 23) 40 в, (2% — #3) ‹а0 на, } 
(29) —у%) 40 -н а, 


тдЬ 2, У; = суть координаты какой либо точки внутри или на поверхности эле- 
мента 40, о — плотность матери въ той же точкЪ, #, 3), 3 — проэкщи на оби ко- 
ординать ‘объемной силы въ той же точкв; дополнительные члены ©, @,,.....% 
становятся безконечно-малыми величинами четвертаго или высшаго порядка малости, 
когда элементы объема становятся безконечно-малыми величинами третьяго порядка 
жалости. 


$ 8. Новый видъ уравнений (1) параграха 2-го. НН 
На основази всего вышесказаннаго въ 8% 3—7, суммы замфнятся интегралами, 
распространенными, одни — по объему части „Ли, друге — по поверхности этой части. | 
Интегралы, распространенные по объему, можно раздфлить на сумму двухъ ча-_ 
стей: одна часть будеть заключать подъ интегралами члены третьяго порядка малости, — 
таке какъ Хо40, другая будеть заключать дополнительные члены о, @.,. ... +0 
четвертаго и высшаго порядка малости. При уменьшети размфровъ олементовъ _ 
объема ФО до безконечной малости, суммы или интегралы, заключающие 05, %,,.....0%, ^ 
будуть безконечно-малы сравнительно съ интегралами отъ членовъ &с40 и, въ пре- | 
ДЬлЬ, вели послдне интегралы будуть приближаться къ конечнымь величинанъ, то 
интегралы отъ дополнительныхь членовъ будуть приближаться къ нулю. 
По этимъ причинамь уравневя (1) параграфа 2-го получать слбдующий видъ: 


Е: — =) 0 = {хз а 2.6% №) 


я -|| (93—29) —_ „—2, У,) 45, ....(41, 4, 8) 


се 


интегрирован!я распространены по объему и по поверхноети части «ю. " 
Здфеь выписаны только два уравненя, первое п четвертое, легко по вимъ напи- 
‹ать и четыре остальныя. . 


Тавя равен хХолдны о фото, кавъ дла веего вы, ТакЪ и. "Ди ‚ заждой 
=ге, бельшей ити халой. 

Этк траввеня принфнаютея, или къ частямъ тёла, и конечные размвры, ^ 
чих берутся въ тоиъ видф, какъ они здфсь написаны, или же къ ничтожно- 
Злежентань тёла, къ такимь элементамь, размфры которыхь неограниченно 
&Ъ нулю; но, въ примфнени къ тавимъ элементам, изъ равенетвъ (1) 
друга. тазъ сказать, предфльныя уравненя, поступая слдующимь образомъ: 
Саалала составляютъ эти равенства для элемента объема, предполагая его раз- 
ве безковечно-малыни, но ничтожно-малыми, и, перенеся вс члены въ первыя 
Завевстет, располагають члены каждаго уравнешя по порядку ихъ малоети, на- 
© злезозь” низшаго порядка. Положимъ, что это суть члены втораго порядка 
Затёяъ дфлять 06$ части каждаго уравнешя на величины, которыя, при 
Тазифровъ олемента и приближени ихъ къ нулю, становятся безконечно- 
Везичинами втораго же порядка; послф этого низице члены въ составленныхь 
ставуть пулеваго порядка малости, т. е. конечными, тв члены, которые 
` З-го порядка малости, стануть теперь 1-го порядка малости, бывиие 4-го — 
2-го, и т. д. При приближени размфровъ элемента къ нулю, низийе члены 
приближаться къ конечнымь предфлань, проче — къ нулю. Полученныя та- 
‘образомь равенства и будуть тв, объ которыхъ мы говоримь теперь и которыя 
мы могли бы назвать предфльными уравнешями для безконечно-малыхъ элементов 
ракируемаго тфла. 


$9. Примбнен!е уравнений (1) къ элементарному тетраэдру. 
Подъ элементарнымь тетраэдромь подразуифваемъ элементь объема, ограниченный 
з зетырьмя гранями; три грани параллельны илоскостямь координатъ, четвертая накло- 
зева Ъ нимъ. 
Пусть Ах, Ау, Аг суть длины взаимно-перпенди- 
ктлярныхь реберь одного изъ подобныхь тетраэдровъ, 
— < 9, =2— координаты точки М пересфченя этихъ ре- 
беръ. >, р, у = кобинуеы угловъ, соётавляемыхь внЪи- 
— ев вормалью я основашя АВС (черт. 2) тетраэдра 65 
Акжии координатъ. 
Пусть К веть основане  порпевдивулира, опущен- 
изъ М на грань АВС; длину МК ножно выразить 


превкииъ образомъ : 


В = МК = ^Ах = Ау = Аа, 


ТАЕЪ какъ ога равняется проэкщи каждаго изъ реберь МА, МВ и МС на капра- 
злене ю перпендикуляра МК. 

Величина каждой изъ граней МВС, СМА и АМВ равняется величинЪ проэкцит 
_влощади АВС ва соотвфтетвенную плоскость координать; означивъ величину площади 
ЯВС черезъ ©, выразимъ эти соотношеня такъ: 


АУАг АгАх 'Ату 
я ©, —5 ор, ©. 


Величина объема тетраэдра можеть быть выражена одною шестою чаетью про- 
эзведешя длинъ Аз, Ау, Да, или одною третью произведеня йо. 


В 


Означимъ черезъ Ё, напряжене, дйствующее въ’ точк® 2/ на’ площадку, Г 
‘`раллельную плоекоети АВСя инфющую внфшиею нормалью направление 2; Х,, У, 

7, будуть означать проэкщи этого напряжешя на оси координатъ. 

'Напряжеше #’, (К), дЪйствующее въ точкВ К на едивицу площади АВС, бу- 
деть разниться оть ТЕ и по величин, и по направлению, поэтому и проэвщи его — 
Х,, (К), У, (К), 2, (К) ва оси координать будуть разниться оть соотвЪтетвенныхь 
величин Х„, У,, &, для точки М. Но, по предположеню @'’ параграфа 5-го, эти 
прозкци суть еплошныя фунещи координатъ, поэтому Х, (К) можно выразить въ вид 
ряда, расположеннаго по возрастающимь степенямъ разностей координать точекь К 
и М, т. е, такъ: 


х, (К) ха, о, я-а, Эт. р 


тд далфе пдуть члены съ высшими степенями разностей координать; производнымь 

оть Х, по 2, 9, 2 должно дать т значешя, кав1я он имвюмъ для точки М. 
Очевидно, что (2, —4) равно проэкщи длины МК на 0 Х-овъ, т.е: 

2, —1=й), п.лакинъ же образомъ: у, — У= Ир, 2, — 2 = й. 
Поэтому Х, (К) можно выразить такъ: 


тдь В, есть величина конечная; члены, означенные точками, будуть имфть множите- 
лями вторыя и выенпя степени отъ 1. 

Далфе, означимь черезъ Х., У,, 2, проэкши напряженя, дфИствующаго въ. 
точеВ М на площадку, перпендикулярную къ оси Х-овъ и имфющую положительную | 
нормаль параллельную положительной оси Х-овъ; это суть проэкщи напряженя, д%й- 
ствующаго со стороны той части тфла, которая находится по правую сторону пло- 
скости УЙ или ВМС, на часть тьла, находящуюся влфво отъ нея. . 

Такъ какъ молекулярныя силы подчиняются началу равенства. и противополож- 
ности взаимно-дЪйствй, то напряжеше, дЪйствующее въ точк® М елфва на право на 
плоскость У, имфеть проэкшями на оси координатъ величины: 


Хх, (Ю=х + +......, 
| 
3 
Е 


Е 


ГЕ 


Означииь черезъ Х,, У,, 2, проэкщи напряжения, дЪИствующаго въ точкё 27 а 
па площадку, перпендикулярную ВЪ оби УовЬ п пуфющую положительною нормалью — 
направлене параллельное положительной части этой оси; т. е., это суть проэкщи — 
напряженя, дЪйствующаго со стороны той части тфла, которая находится вади 
плоскости &Х, на часть, находащуюся передъ этою плоскостью; наконецъ, означинь — 
ч6резъ Х,, У,, @. проэкщи напряженя, дЪйствующаго въ точкВ 1 па площадву | 
‚перпендикулярную къ оси 7-0въ и ичфющую положительною нормалью положительную . 
часть этой оси. 

Составимь теперь уравнене (1, а) для одного этого элемента, предполагая его 
ИЧТОЖНО-Малымъ. 


а: __ з) се, в 
® отвосатея къ точк® ЛИ, т. 6. суть проэкщи на овь Х-овъ ускорешя этой — 
объенкой силы ВЪ ней же. 
часть уравнешя будеть состоять изъ суммы четырехь членовъ, отновя- 
из =ъ четырежь гранямъ тетраэдра; для грани АВС наружная нормаль есть 1 или 
шжеые АК, для прочихъ же граней наружными нормалями служать направленя, 
ыя отрицательных сторонамъ осей координатъ. По фр приближеня. раз- 
;ь эвещеата къ пулю, вторая часть уравневя (1, а) будеть приближаться къ ©л- 
зеличинъ: ие 
х.(Юо-х ауаг В и хе 


2 аи Е м, 


Хо -- 168, — Хх — Хор — Х, 05. 


Замфчал, что въ равенствЪ: 


(5 Фе = Хх Х,0) — Хор — Х,оу--доВ-...- 


в: порядокъ малоети — и раздфлимь о6Ъ части его на величину того же 
порядка малости, а именно на ©, тогда получимъ: 


а ® 

(==): АХ ХА ХХ... 

з Предположимъ теперь, что разифры тетраэдра приближаются къ нулю, причемь, 
‘отвошенл 4у и 42 къ 42 остаются неизмфнными, такъ что площадка АВС остается 4 

параллельною самой себЪ по изр$ приближеня ея къ точк® М. При а В въ › 

_ вуль, предыдущее равенство обратятся въ сл5дующее: 


> Х,= ХХХ .........- аа) 
Приивнивъ къ тетраодру подобнымь же образомъ равенства (1, 6) и (1, 0), по- 
учииь ещё два равенства: ы 
У,—= У Удечн У, ...:.-:.::.:... (14,5) 
| АН Е +2 .:-:5.......-:1: (14, с) 


тдЪ \, 4, у суть косинусы угловъ, составляемыхь съ осями координатъ направленем, 
положительной нормали ® къ площаде%, проведенной черезъ точку М. 
Стфдовательно, если будем знать значенёя величине: 


У О Е У 


ЗЕ: 


для какой либо точки сплошнало ттла, то, при помощи формуле `@4, будем 
импить возможность опредълить величины и направлене напряженя Е, , дъй- 
ствующазо вз той же точкь (и отнесеннато кз единицть площади) ка пло- 
ацадку, произвольно орентированную, т. е. имтющую нормалью зори | 
направлеще. "4 

Когда мы раздфляемьъ сплошное тЪло на безконечно-малые элементы объема пло- 
костями параллельными координатныхь плоскостямъ прямоугольныхь прямолинейныхь, 
координать и если притомь наружная поверхность тфла не имфеть остроконечй, то 
мы можемъ всегда провести дВляпйя плоскости такимъ образомь, что весь объемъ "бла — 
будеть раздёлень на элементарные параллелопипеды и на безконечно-малые элемен- — 
тарные тетраэдры; послфдве будуть находиться у поверхности тбла, такъ что овно- = 
вашя ихъ будуть элементами его поверхности. Въ каждому такому элементарному те- _ 
траэдру мы можежь прижфнить предыдуния разсуждешя, а слЪдовательно, и формулы 
(14), подразужфвая подъ и направлене наружной нормали, возстановленной изъ точви 
поверхности тфла. 

Слфдовательно, формулы (14) монуть быть примшнены также и к почкам 
наружной поверхности ттьла, причем» 1одь (т) должно подразумтвать напра- © 
влеше наружной нормали, возстановленной кз наружной поверхности из раз- 
сматриваемой точки, а под Х„, У,, 7, — проэкши на оси координат» вит 
наю напряженщя, дъйствующаю вь этой точкъ на поверхность тьла. з 


$10, Формулы преобразованйя интеграловъ, распространенныхь по _ 
замкнутой поверхности, въ интегралы, распространенные по объему, огра- — 
ничиваемому этою поверхностью. | 


Пусть имфемъ интеграль: 
РА 
МЕ ас ауаг, 


распространенный по объему, ограниченному н®которою замкнутою поверхностью, гдё { 
есть какал либо фунещя отъ 2, у, 2, сплошная и конечная для везхь точекь внутри 
и на поверхности объема. 

Этоть интегралъ весьма легко преобразовать въ интеграль распространенный по. 
всей поверхности, ограничивающей объем. 

Для этого представимъ себЪ, что объемь раздфленъ на безконечно-тонейя приз 
мы, длины которыхъ параллельны оси Х-овъ, а сёченя которыхъ плоскостями парал- 
лельными плоскости УЙ суть олементарныя площадки 4у 42. Въ каждой изъ такихь 
призмь произведемъ интегрирование: 


| @х ауаг 


пох, по ВеБмЪ элементамъ, изъ которыхъ состоитъ эта призма, получимь : 


рае ак = дув (—0): 


| (ем. черт. 3-1); а = весть зна- 
11 Г ва томъ элементв 48, 
замыкаеть призму съ той сторо- 
иметь меньшую величину, чфуь, 
. остальныхь частях призиы. 

_ На чертежь 3-мъ изображена одна 
ая призма и элементы 48, и 45,; ко- 
ю, таких призмъ, на которыл раз- 
ь объемъ, безконечное множество, у 
съ какъ он безконечно тонки. 


Возотановимь изъ олементовъ поверхности пормали ® внаружу тфла; во вевхъ 
хъ, такихь какъ 45,, въ которыхъ направлеше параллельное положительной 
Х-овь выходить изъ объема, нормаль и, будеть составлять острый уголь съ поло- 
тБНОЮ сю Х-овъ, во веБхЪ же элемеятахъ такихъ какъ 45, , въ которыхь выше- 
гное направлене входить въ объемъ, нормаль ® будетъ составлять тупой уголь 
‘положительною осью Х-овъ; проэкщи же каждыхь двухъ элементовъ, принадле- 
ь одной и той же призмф, на плоскость УЯ, равны площади соо призиы, 
е. 4у42, такъ_ что: 


45, воз (п.Х) = а4уаз...... ея .... (45, а) 
— 45, соз (п,Х) = ауа2........... 2... (15,5): 


вообще, равенства (15, а) иибють мфето для вефхь эленентовъ выхода, гд уголъ 
к.. Х) острый, а равенство (15, В) для вовхъ олементовъ входа, гд уголь 
ХХ) — тупой. 
° Поэтому: 


| а ауаг = [, воз (п.Х)'а8-+ [, воз (п,Х) а5,, 


НО: 


. "% Ла 41 рауаг= )е 603 (и,Х) 5, ь-е [| 608 (п,Х) 45, 


. первый. ивтеграль второй части распространен на всё элементы выхода, второй —- | 
| ве элементы входа; изъ совокупности тьхЪъ и другихь образуется вся поверхность 
а такъ каку оба интеграла второй части по виду одинаковы, то получаем сл%- 


ге равенство: 7х 
евевуве [ чз (2 45, ...........6 9 — 


хе 


‹ ТАБ интеграль второй части распространенъ на всю поверхноеть объена, ® есть нор- | 
аль въ элементу поверхности 49, направленная внаружу объема, & Ё = значен! 
‚ фуввщуи [въ олементв 45. ь } 

Подобнымь же образомъ найдем двЪ друйя формулы преобразоватя: 


ПГ атауаг-= = [| ‹вв (пу) 48............ с. 
лены аз || И (16, <). 


$ 11, Лифференщальныя уравнен!я дая вефхъ точекъ сплошинаго де- 
Формируемаго тбла. х 
Во второй части уравненя (1, а) $ 8-го замфнимъ величину Х„, находящуюся 
подъ двойнымъ интеграломъ, слфдующею сумною: е 


Х, 05 (иХ) Хх, 603 (пУ)-+Х, 608 (ий) 


на основани равенства (14, а), затфиъ преобразуемь интегралы 


|. 608 (пХ) 45, [[х, с0з (пу) а5, ] Х, 608 (и2) 48 


по формуламъ (16) въ интегралы, распространенные по объему части „Уи; тогда изъ _ 
(1, а, 51) получится такое равенство, заключающее только интеграль раетроораие 3 


ный по объему: 
а = Жи» а 
№ [= 200... 4,64) 


Это равенство должно имбть мБето какъ для вбего тёла, такъ и для вобхъ ча-. 
стей его, даже для самыхъ малЪИшихъ, а для этого необходимо, чтобы во всякой точк% 
твла имфло ифето дифференщальное уравнене: Я 


ат 9х: д 0х : 
ВИ и 
вар г я де." Е (17, а). 


Подобнымь же образомь изъ равенетвъ (1, 5) а, с) выведежь два друмя диф- 
ференщальныя уравневя для той же точки: 


@у _ 27: . ду. ду, 
бар = а у и, 
а: 92, 02. 02, к 
| ав = НЕ 1... (1,9) 


в ее аа | 
‘хатейею тБла; сльдовательно, для осякой зиочки” 
ватодящейся безконечно-близко къ ею наружной поверхности: 
ина удоглетгорены дифференилальныя уравненая вида (11, в, Ъ, с) 
проэкийм на оси координатз ускоренёя этой точки, проэкии на 
 объемныхе сид вх этой «точить и производныя (по координатаме) 
й напряженИ, дъйствующихь в5 этой точкь на площадки, пертен- 
== осямз координать. 
га (17) служать основными дифференщальными уравненями теорзи упру- 
и и гидродинатики. у 
ь: теперь равенство (1, @, 15) и замфнимь подъ интеграломь второй 
вешечикы У и, выражешями (14, 6), (14, с); тогда она получить слЪ- 


9.2, — 2,У.) с0з (иХ) 45 < [[©^— 2,У,) сз (пУ) 45--- 


— Г (у,7.— 2,У.) воз (п2) а5. 


Баждый изь этихъ интеграловь преобразуемь по соотвЪтственнымь форму- 
16) въ интегралы по объему; первый, преобразованный по формул (16, а), 
атитея въ: 


— по формуль (16, 5), въ сяблующий: 


Е ее =2,—# г а0, 


— во формулВ (16, с), въ сльдующий: 


Поет этого равенство (1, @, №15) получить такой видъ: 
а: 22. 08, 08. 
: [ес Е Е =)ао 


ПТ: о — 9—9 зао | [@,— зао; 


0 во ВСЯКОЙ тОЧкЪ тЬла должны быть удовлетворены диффереви ныя ‘уравнены 
(17, 5) и (17, 6), велбдетв чего предыдущее равенство приметь видь: ^. 


[&— У.) 40=0; ее 


а такъ кавъ это должно имфть мьето для всякой сколь угодно малой части тфла, то. 
` сльдовательно во вефхъ точкахъ тбла должно быть: 


УЗИ АИ: 198 


изъ равенетвъ (1, е, Г). 

Надо принять во вниман!е, что направлевя осей Х-овъ, У-овъ и Я-0вЪ могуть 
быть изифнены относительно тфла, такъ что за эти оси можно принять три какая либо 
взаимно ортогональныя направления; низя въ виду это замчание, мы можемь изъ 
предыдущихь уравненй вывести слфдующее заключение. 

Напряженя Е, и Р,, дъйствуюция вь точкь М сплошнало ттла. на де 
взаимно-ортоюнальныя площадки, находятся между собою в5 такой зависимо-_ 
сти, что: 


Е; в (Е, =, 608 (Е, 9),.....-.::... (19, а) . 


тд и  означають взаимно-ортогональныя направления норхалей обфихь площадок’ 

Съ помопйю же формулъ (14) и на основави равенствъ (18) можно показать, 
что тавал зависимость существуеть не только между напражешями, дЬйствующими па. 
дв взаимно-перпендикулярныя площадки, но и вътбхъ случаях, когха эти площадей, 
проведенныя черезъ одну и ту же точку М, наклонены одна къ другой подъ . 
бы то ни было угломъ. 

Въ самомъ дёлЪ, пусть ^,, мы, %, суть косинусы угловъ, составляемыхь съ ослии 
координать нормалью № ко второй площадки Х,, У,, 2, — проэкцш на оси коорди-_ 
нать напряжения 7,, дьИствующаго на эту площадку. По формуламь (14) найдемъ, 
что какъ; ь 


Е, 03 (Р,,й) = Х,^,-- У--йм, 
ТакЪ и 
Е, 08 (Е, п) = ХА -н Ув 2» 


окажутся равными суму: т: 


ХХ -н Удщынн Алу-н У, (р-н ад -н 2, м-н м) = Х, (ны), 


равны между вобою: 
В.Ю = Е, (Ипа...) 


Это значить, что если через» какую либо точку тпла яроведем» деть какя \ 
адки, то проэкия на положительную нормаль второй площадки на- 

‚ дъйствующало на первую, равна проэкии на положительную нормаль 
площадки напряженя, оъйствующиио на вторую. 


п. 


Гидростатика. 


$ 12. Уравнешя равнов5с1я жидкостей. 

Разсуждешя и форнулы предыдущей главы мы примфнимь теперь къ учентю о 
овЪейи жидкостей. 

„Подь жидкостью мы понимаеме такое сплошное деформируемое ттьлю, ко- 
в5 состоянии равновъея не оказываетв и не выдерживает» никакихь тан- 
льныхе напряжений, ни натяженй, но можеть выдерживать и, само ока- 
иь только давленая. 

(Сколько известно, вев жидкости при своемъ движени проявляютъ тангенщаль- 
напряжения въ видЪ трензя между частями жидкости, а также между жидкостью и 
тьлани, съ которыми. она граничит). 

Подъ именемь жидкостей мы будемь подразумфвать въ гидростатнкв и гидроди- 
В не только ЖИДЕя, НО и еще газообразныя вещества. Для отлищя первыхъ отъ 
бразныхъ веществ ихъ называютъ хапельными жидкостями. 

Вь большей части вопросовъ гидростатики капельныя жидкости ножно предпола- 
несжимаемыми, велЪдетве дЪйствительно малой сжимаемости ихъ подъ вллян!емъ 
шихъ внфшнихь давлений. 

Газы и т жидкости, сжинаеность которыхъ приходится принимать въ разечеть, 
атриваются въ гидростатикф подъ именемъ уюрузихе жидкостей. 

— Прежде веего раземотримь слВдетвя, вытекающуя изъ того предположеня, что 
‘ввхакихь тангенщальныхь напряжен!й покоющаяся жидкость ни оказывать, ни испы- 
ать не можеть. ь 

Возьмемъ какую либо точку М внутри жидкости и проведемъ черезъ нее: какую 
площадку съ положительною нормалью ® и три площади, параллельныя плоско- 
координат. 

Такъ кажъ тантенщальныхь напражешй нЪть, то напряжеше №, направлено 
2 по положительной нормали, либо по противоположному паправленю; а, крон 
по той же прачинв должны быть равны пулю: У, и равная ей й,, 2, и равная 
Х., Х, и равная ей У„, такъ какъ это суть проокщи ва оси оординать тантен- 
хЪ “напряжений на площадки перпендикуларныя къ ослиъ. 


ТАтея Въ ноет 
Х,=Х,/, У,= Уд, 2= Им, 


а такь какъ напряжено Ё, направлено по положительной или отрицательной нор 
п, то проэкщи Р’, на оби координать будуть равны: 


Х,=== Е), У=-Ер, 2,== Е». 
Сопоставивь эти равенства съ предыдущими, найдемь, что: 


Х=У=2.=-Е,, 
верхи! знакъ относится къ тбиъ елучаямъ, когда напряжения суть наляженя, но та- 
ковыхъ жидкость ни оказывать, ни выдерживать, но предположению, не можеть, по- 
этому должно быть: 

Х,=У=А=Ь— Е, 


Это значить, что нормальных давлевя на вов четыре площадки одинаковы, Г 
смотря на то что отв ортентированы различнымь образомъ. 
Слёдовательно, разсчитанныя на единицу поверхности давленая, ай 
ия на всявая площадки, проведенныя через одну и ту же точку жидкости, 
равны между собою, какъ бы различно ни были направлены нормали этих тло- * 
щадокз. 
Это, разечитанное на единицу поверхности, давлене жидкости называется. шдро-. 
статическимз давленемз; мы будемъ обозначать величину его черезъ р. 
И такъ: 


Х,=У,=2,=-—р 


Х,= — р), У, в, = — р”, .. 


тд», р», у суть косинуеы угловъ, составляемыхь съ осями координать положительною_ 
нормалью къ площаде, проведенной черезъ точку 2 жидкоети. 

Въ различныхь точкахъь жидкости гидростатическое давлеше различно и воть. 
иЪкоторая сплошная функцщя оть координать точки М: 


дующия: 


которыя должны имбть мфето для вехъ точевъ жидкости. 


Въ точкахь поверхности жидкости онлушнее давлене на элементь вя поверхно- 
Г енное внутрь жидкости) должно уравновёшиваться съ давленемь самой 
ва тоть же элементь (направленныхь внаружу жидкоети). 1 
няя уравненя (22) къ покоющейся несжимаемой жидкости, веб части ко- 
ь равную техпературу, должно считать о, плотноеть жидкоети, одинако- 
в зеЪхЪ частях ея. 

Примфняя же уравнеши (22) къ покоющимея упругимь жидкостямъ, надо знать, 
уществуеть зависимость между плотностью и гидростатическимь давлентемъ раз- 
ехой жидкости. Для газовъ эта зависимость выражается приближенно тавуъ: 


р=Вс 


лье Ща) 


№ р, воть какое либо опредфленное гидростатическое давлене и с, — плотность, с0- 
етвующая этому давлению. Эта зависимость выражаеть законъ Марютта, кото-. 

т газы слфдують только приблизительно. 

Во воякомъ случав для каждой упругой жидкости должна существовать какая 

зависимость между рис; пусть 


«=Г®. .. (03) 


Ь эта зависимость. 


$ 13. Усдовя равнов$ея жидкости, 


Не при веякихЪ объемныхь силахь жидкость можеть находиться въ равновъеи. 
ъ Павнешяхь равновфея (22) первыя части равенствъ суть частныя производныя по 
рдинатамь оть функци 7, сплошной внутри жидкости; если жидкость незжимаемая, 
е. с воть величина постоянная во вефхъ точкахъ жидкости, то проэкци на оси ко- 
линать объемныхь силъ должны удовлетворять сафдующимь дифференщальнымь ура- 
ПЯМЪ: 

958, В м8. 54:5. (4) 


05 — ду? д = 02’ бу 0 


Эти уравнешя получатся тавихь образомъ: взявъ производную отъ уравнешя 
22,5) поз и производную отъ уравнения (22, с) по у, и вычтя второе изъ перваго 
_залучинъ: 

9"р 1022098 

о св, 

куда слВдуетъ первое изъ уравнений (24). 

Тавля же условя для проэкщй объемной силы получииь для возможности равно- 
зфея жидкости упругой. Въ этомъ случа перенесемь въ уравнентахь (22) плотность 


2 въ первых части равенствь и заяфиимь ©, по формул (23), Ию оть 2: Тотда 
эти уравненя можно будеть представять подъ видомъ: 


эп 
= =4, = =9, 


В, 


а 


тд П есть функшя оть гидростатическаго давления 1), выражаенал интеграломь Ч 


пе зе и ВЬ ^ 


а такъ какъ р есть функщя оть 2, у, 2 сплошная внутри жидкости, тои П есть тоже 
фунещя отъ 2, у, 2, сплошная внутри жидкости. 
Изъ уравнений (25) заключимь, также какъ и для несжимаемой жидкости, чи 
объемныя силы должны удовлетворять дифференщальнымь уравневямъ (24). 
Дифференщальныя уравнена (24) требують, чтобы %, 3) и 3 были частными 
производными по 2, по уи по 2 от какой либо фувкщи С оть 2, у; 2: _ 


с ©?) 


Эта функшя О называется потенийальною функиёею обземныхь силь, & так 
объемныя силы называются объемными силами, импацими потенийале. 

И такъ, хакз несжимаемыя, так и упруия жидкости мозутз находиться 
в5 покоъ 1005 виянемь таких» объемных силе, которыя импют потеншале. 

Все, сказанное въ $ 25-мъ кинетики матерьяльной точки относительно потен- 
шальной функщи силъ, приложенныхь къ матерьяльной точкф, относится также и вл 
потенщальной функщи объемныхь силъ, а именно: 

а) Черезъ каждую точку того пространства, внутри котораго потенщальная 
функшя О’ имфеть дВйствительныя значешя, можно провести поверхность ров: 
на, на вофхь точкахъ которой (/ будеть нифть то же самое численное значеве, како 
пифеть и въ разсматриваемой точк®. 

6) Направлене объемной силы, дЪйствующей въ разсматриваемой точек, пер 
пендикулярно къ проходящей черезъ нее поверхности уровня и направлено въ сторон; 
возрастающихь параметров поверхностей уровня; величина объенной силы равн 
корню квадратному изъ суммы квадратовъ частныхь производныхь (27). 

Подставивъ въ уравненя (22) вифсто проэкщй объемной силы частныя произ 
водныя (27), помноживъ эти уравнешя соотвфтетвенно на 42, 4у и 42 и сложивъ 
получимь: › 


ат Рау ав = 2 (54 4 +4), 
или 
ар = сай, 


такъ какъ ри О суть функщи только отЪ 2, у, 2 и написанные выше тричлены сут 
полные дифференщалы этихъ функций, 
Полученное дифференщальное уравнене пуЪетъ интегралъ: 
а ВЕНОК 


тд Г — произвольная постоянная. 


‘шелтченнаго интеграла (28) видно, что 7, дФленное на о, отличается отъ (7 
зестолниую величину (Г: 0) и что, слёдовательно, во сте точках» одной и 
ности уровня потенигальной функийи зидростатическое давлеще 
несжимаемой кидкости имтетз одну и ту же величину; то есть, 
уровня силъ суть вифеть съ тЪуъ и поверхности одинаковаго гидростати- 
ния. С 

да слдуеть, что если несжимаемая покоющаяся жидкость имфеть свобод- 
ность, вишнее давлен!е на которой имфетъ одинаковую величину во вевхъ 
ва, то эта поверхность должна быть поверхностью уровня тфхъ объемныхь 
Боторымъ подвержена жидкость. 

‘грейдемь къ разсмотрзню условй раваовзоя жидкости упругой, 

'Изъ уравнений (25) получимь слдующее дифференщальное уравнене: 


ап =а0, 
инфеть интеграль: ы 


Изъ равенствъ (30) и (31) видно, что тамъ, гдф (/ постоянно, тамьъ постоянны 
ф такъ ис, т.е. 0 упруюй покоющейся жидкости поверхности уровня 
енцбалиной функиби обземныхг сил» суть вмьстт сз ттьмь поверхности рав- 
вю зидростатическало давленя и поверхности одинаковой плотности, 

Если упругая жидкость подчиняется закону Мар1отта, то 


в: = 
Кр= р, П= 2 105 Р, 


воэтону формулы (30) и (31) получать тогда слёдующий видъ: 


з ре, орка Е .. (82) 
тд: 
Вр, КЕ" 


$ 14. Равновьс!е тяжелой несжимаемой жидкости въ сосудахъ. Давле- 

10 на дно и стЪнки сосуда. Давлен!е на плоскую стбнку. Центръ давления, 

Пусть какая либо тяжелая несжимаемая жидкость находится въ какомь либо 

сосудв. Расположимь положительную ось У-овъ по направлению силы тяжести, оси 
з- 


® надой на, единицу ‘маееы, ву: 
=; 9, 3=0, 


то потенщальная функшя этой силы будеть: 0 = у. Г 
Примфвавъ сода формулу (28) предыдущаго параграфа, будь путь для рав- 
новфон тлжелой неежизаемой жидкости слфдующее выраженше тидростатическаго | 
давления: 3 
РЕ УНР еьееннне. + (33). 


Отсюда слфдуетъ, что поверхности ви давления покоющейся тижолой Жид 
кости суть горизонтальныя плоскости. 

Если во вебхь точкахь свободной части поверхности внЪшнее давлене иметь. 
одну и ту же постоянную величину, то эта часть поверхности будеть горизонтальна. 
Пусть Р есть величина внфшняго давлешя на эту поверхность, въ плоскости которо 
помфбетимь начало координатъ; въ такомъ случа Г должно быть равно Ри выра- 
жене (33) получить слБдующий видъ: : 


р=оду-Р...... КС 


Давлене жидкости, находящейся въ сосудЪ, на какой либо ничтожно-малый эле- 
менть дна или стЪнокъ сосуда направлено по нормали къ этому элементу, = 
внаружу жидкости. 

Если дно сосуда горизонтально, то полное давлеше жидкости на всю повар 
ность его будетъ равно: 

Р5 -н 995, 


если 5 ебть величина поверхности дна, у — глубина его подъ горизонтомь свободно 
поверхноети. 

Вели часть стВнки сосуда имфетъ видъ плоской, хотя и ногоризонтальной фигуры, 
то совокупность веЪхъ гидростатическихь давленй жидкости на эту плоевую фигуру. 
будеть совокупностью параллельныхь между собою и перпендикулярных къ плоскости 
инки силъ, приложенныхь ко вефиъ элементамъ этой площади. 

Такъ какъ совокупность параллельныхъ и одинаково нзгравленныхь силъ, при- 
ложенныхь къ твердому тЪау, веёгда можеть быть уравновфшена одною силою или 
приведена къ одной силь, то и совокупность тидростатическихь давлений на плоскую 
стВнку можеть быть приведена къ одной силф. Величина этой силы равна сумм ти- 
дростатическихь давлен!й на всю плоскую фигуру, & точка приложеня равнодЪйств; 
щей этихъ параллельныхь сить называется центром зидростатическихе давлешй 
на эту плоскую фигуру. Мы теперь покажежь, какъ вычисляется величина равнодьй-_ 
ствующей такихъ давленй и мЪето центра ихъ. 

Для упрощена вычислен! расположимъ плоскость ХЯ но въ евободной поверх- 
ности, но въ такой горизонтальной плоскости, въ которой оно было бы равно нулю, 
вели бы тидростатическое давлеше убывало вверхъ оть свободной поверхности п 
тому же закону, по какому оно прибываеть внизъ. Можно сказать еще иначе: пр 


ОЕ 


‚ что дазлене Рона свободную поверхность удалено, и взамфиь ето на 
залать слой той же самой жидкости, на новую свободную поверхность 
давленя нфтЪ, а толщина слоя такова, что онъ на прежнюю ево- 
проязводить гидростатическое давлене равное Р; толщина этого 
быть разда: 

95 х 
тете, похфетимь новое начало координать и новую ось Х-овъ въ плобко- 
фиг. ва которую желаемь опредфлить давлеше, а кро оси ОУ возь- 
тт» ось От, периендикулярную къ оси Х-овъ и заключающуюся въ 
фито. $ 
4-мъ изображены: слёва— 
и плоской фигуры, а также 
‚. вертикальною плоскостью ХОТ, 
ютавлена плоскость ХОТ и видъ 
фагуры (какой бы то ни было), на 
‘требуется опредфлить давлене. 
ъемъ плоскую фигуру на безконеч- 
элешенты прямыми, параллельными 
Х-овъ и Т-овъ. Пусть А есть одинъ 
элементовъ, 2 и 1 — координать 
ельно осей ОХ в ОХ, 4ха1— 
его площади, 1} 11 © — координата его. по оси У-овъь, подразумввая 
а толь, соетавляеный плоскостью фигуры въ горизонтомъ. Гидростатическое да- 
на этотъ элементь будеть равно теперь площади его, умноженной на оду, такъ 
теперь гидростатическое давлеше въ плоскости ХА есть пуль. 

Поэтому сумма или главный векторъ гидростатическихь давлений ва всю площадь 


равна: 
В = 09 т -||* 4х ат, 


интеграль распространенъ на всю площадь фигуры. 

Этоть питеграль выражаеть величину статическаго момента площади отнови- 
оси Х-овъ и слФдовательно равняется величин® площади, умноженной. на раз 
те 1, центра тяжести С’ площади отъ оби Х-овъ, такъ что: 


В= 09 вш в. В 1, = о9б у, ..-.... (84) 


5 — величина площади, у, — разетояще центра тяжести ея отъ плоскости Х2, 
Олёдовательно, полное давлеше ‘жидкости на наклонную плоскую площадь 
о давленёю на такую же зоризонтальную площадь, находящуюся на той же 
‘оамой злубинть, на какой находится центрь тяжести наклонной площади. 
Даля опредфлевшя положеня центра давлен!й, т.е. центра параллельныхь силъ, 
© составить тлавные хоменты давлен!й вокругь осей ОХ и О и приравнять ихъ 
* 


соотвтственнымь моментамь главнаго вектора В, приложеннаго `КЪ ЭТОЙ ТОЧЕВ Ц. 
Тлавные моменты всей совокупности силъ вокругь сказанныхь 06ей выразятея такъ: 


, р Деда, реале, в 


тд р = од о; а если т, и т, суть координаты искомаго центра давлен!й, то но- 
менты приложеннаго къ нему главнаго вектора В будуть: Ву, и Ва,. Поэтому: 


Вт, = 09 5 а || алан, в (35, а). 


Вт, = 09 т а | зхаеан Е . (35,5). 


Интегралы, заключающиеся во вторыхъ частяхъ этихъ выражений суть: тотъ, ко- 
торый находится въ (35, а), выражаеть моменть инерщи площади вокругь оси Х-овъ;. 
тотъ-же, который находится въ (35,5), выражаеть произведене инерии площади 
относительно осей Х и Т. к 

Изъ выражений (35, а), (35,5) и (34) слдуютъ выражешя: 


— $) 204249 
Нора. 

изъ которыхъ видно, что положенще центра давлений Ц на площади не завист 
от то, подз каким умломь а наклонена площадь ко люризонту. я 

Означимъ черезъ х изу координаты точекъ площади относительно оеей, парал 
лельныхь осямь ОХ, О\, но проведенныхь черезъ центрь С инерши площади; при 
мемь въ разсчеть, что статическ1е моменты площади относительно новыхъ осей рави 
нулю и означимь черезъ 4, моментъ инерщи площади относительно новой оси Х-0в1 
и через И, — произведене инерщи относительно новыхъ же центральныхь осей. Кай 
намъ уже извфетно: 


7) 124 ая 
бы 


ЧА т 


[гово = вечна, 
з теперь легко найдемь слфдующее равенство: 
[ эт ат 41 = 52-Е, 


вели подставимь подъ интегралом (2,-= х) вифето ги (и, У} — вифето т. 
‚ _. Цоэтому предыдущия выраженя для`2, и т, обратятся въ слвдующия: 


изъ этихъ формулъ выражаеть, что центръ давлений находится на оси 
‘площади вокругъ оси прив%еа ОХ. 


15, Совокупность давленй жидкости на погруженное т®ло, Законъ 


ен1е неожимаемой покоющейся жидкости, подверженной сил$ тяжести, на ка- 
поверхноеть, есть совокупность нормальныхь гидростатическихь давлен!й, 
щихъ на вс элементы этой поверхности, 

'Составимъ выражения проэкщй главнаго вектора и главнаго момента гидроетати- 
давленй на всю поверхность тфла, вполнЪ погруженнаго въ жидкость. 

Пусть 45 есть одинъ изъ элементовъ поверхности твла, 2,, У,, 2,— ого коорди- 
означимь черезь М№ направлен!е нормали къ поверхности твла, проведенной изъ 
элемента 45 внаружу тьла и, значить, внутрь жидкости. 

Проэкщи на оси координать силы гидростатическаго давленя, приложенной къ 
7 45 будуть: 


— 2, 603 (№, Х) 45, — р, соз (№, У) 45, —р, воз (№, 2) 45, 


проэкци главнато вектора и главнаго вовругъ начала координатъ момента со- 
ЮСТИ давлений на всю поверхность выразятся слфдующими интегралами: 


В,=— |Рзвоь О. -, . . (37, а) 
` В,=— | ов: М6: (37, 5) 
В.=— р С (37, с) 


и -|| , (9, 0 (№, 2) — =, соз (№, У)) 48, .......(38, а) 
` Д= | , (2, с03 (№, Х) — 2, в0з (М, 2)) 48, ....... (38,5) 


в -|| , (=, с0з (№, У) — у, с0з (№, Х)) 95.......(38, с) 


интегралы распространены на всю замкнутую поверхность вполн® потруженнаго въ 
ость Тфла, 

Преобразуемь теперь эти интегралы по формуламъ (16) $ 10-го предыдущей 
въ интегралы, распространенные по всему объему погруженнаго т®ла;у но прежде 
мы предположимъ, что значешя )› и поверхности равнаго давлешя продолжены 
ь твла по тому же закону, какому они слфдують въ жидкости, то есть, что во 
ой точк® внутри твла мы даемь функщи р то самое значение, которое оно имЪло 


зъ какую погружено тЪло. ] 
Вольдотв!о отого преобразования, формулы (37, а) и (38, а) получать ый 


пара 


ВИДЪ: 


но для тажелой несжимаемой жидкоети, находящейся въ покоф, частныя пропаволиыя 
015 р пои по 2 равны нулю, а х 

90 

у — 51, 
вели ось У-овъ направлена параллельно силВ тяжести. . ‹ 


Совершивъ преобразована по формулам (16) надь выраженями (37) п 0 
мы, слфдовательно, получинь: 


В,—=0, Л.=0 [|аояата, 


В,=0, .-(39) л=0, .. (40). 


у 


В.= — 97, Ч. =— “|| 240 = — с0Тх,, 


= || [= а 
веть величина объема погруженнаго тфла, а интегралы въ выражешяхь 7, и .Л. суть, 
величины статическихь моментовъ этого ‘объема относительно плоскостей Х У УХ 
2, па, суть координаты центра инерщи хассы однородной плотности, заполвяющей 
° объемь 7. З 

Какъ извЪфетно изъ статики твердаго тфла, совокупность какихъ либо силъ, при- 
ложенныхь къ 2ивердому тлу, можно уравновъелть вообще двумя силами; если 2, 
плавный моменть совокупности сить перпендикулярень къ главному вектору, то тогда 
совокупноеть силь можеть быть те только одною силою. Е 

Въ самомъ дфлЪ, пусть В,, В,, В. суть проэкщи на оси координать главнато 
воктора В совокупности сить, ды въ ивердому тфлу, а Л, ‚ Л,, Л,—про- 
экцш главнаго момента .1, этой совокупности вокругь начала поордивать., 

Положииь, что силы, приложенныя къ точкамь свободнаго тверхаго тВла, 
уравновЪшиваются между собою, т. ., что веб пли т изъ шести на р 


тдЪ: 


в. В, В.. Л, 1; 5 


не равны нулю; спрашивается, нельзя ли уравновфеить эту совокупность сил ‹ одною 
«илою, приложенною къ изкоторой точ того же тла? 


данная совокупность силъ, уравновфенлаеь этою силою, необходимо, чтобы 
ворены равенства: 


ХВ, —0, УВ, = 0, 2+ В,=0, : 
1+ 92 —гУ=0, Лу+гХ—й=0, Д/+зУ— УХ = 0. 


Изъ нихь можно составить слфдующее равенство: 


Вин В,, = В, 1, = — Х(гУ— 92) — У —2Х) — 2(Х-— 2), 


часть воторато, очевидно, равна нулю; поэтому и первая часть его должна быть 
атлю, если данную совокупность силь можно уравновфсить одною силою. ' 
Стьдовалельно, для 00, чтобы данную совокупность силь, приложенныть 
одному ттвердому тльлу, можно‘было уравновъсить одною силою, “необхо- 
«тобы было удовлетворено. условае: 


В,Л,+В,Л,--В.4 


‚=, чтобы плавный момент» и плавный векторе данной совокупности силь были 
вино перпендикулярны и чтобы притомь главный векторз небыль равенз нулю. 
Изъ выражен (39) п (40) оказывается, что главный векторъ и тлавный мо- 
тидростатическихь давлений на поверхность вполн® ногруженнаго тфла взаихио- 
ндикулярны; изъ этого слфдуеть, что если вполнъ пофруженное в5 жидкость 
будет» твердое, то совокупность лидростатическихь давленй на ею по- 
ность можеть быть уравновъшена одною силою. 

Изъ выражен (89) и (40) прямо видно, что величина уравновъшивающей силы 
а 00, т. в. ву вытВеняемаго тломъ объема жидкости, что направлеше ея со- 
деть съ направленемь силы тяжести и_что точка приложения этой силы должна 
эадать съ центромъ /{ инерщи объема У. 

Слдовательно, зидростатическая давлешя на повертность твердало ттльла, 
ть позруженнало в тяжелую несжимаемую покоющуюся жидкость, приво- 
кз одной силь, направленной снизу вверть, ‘равной впсу вытпеняемаю эип- © 
обзема авидкости и приложенной кз центру тяжести объема; это и веть 
ный законъ Архимеда. 

Раземотримь теперь какъ выражаются главный вевторъ и главный момент сово- 
рзности гидростатическихь давленй и давлений атмосферы на тьло не вполнВ погру- 
вЕЕОе ВЪ ПОКОЮЩуЮСЯ ЖИДКОСТЬ. 

Мы предположизь, что та часть поверхности тБла, которая не находится въ жид- 
ги, выступаеть изъ не, подвержена тому же самому внфишнему давленто Р_на еди- _ 
поверхности, какому подвержена свободная поверхность ЗИДЕОСТИ. Въ дЬЙетви- 
сти такъ именно и дБйствуеть давлене атмосферы. 

ЗВьтакомь случа проэкщи главнаго вектора вефхь давлений на поверхность тЪла. 
тлавнаго момента ихъ выразятся интегралами (37) и (38), распространенными на всю 


поверхность тфла, но только надо имфть въ виду, что во воъхь элементахь поверхности, 
подвергающихея давленю атмосферы, давлеше у, имфеть одинаковую величину Р. 
Произведя надъ интегралами (37) и (38) преобразоваше по формулаяь (16-мъ), 
мы должны теперь предположить, что внутри той части объема тфла, которая нахо-. 
дится выше продолженной внутрь тфла свободной поверхности жидкости, р изветь по-› 
стоянную величину Р; велдетвйе этого производная отъ р по 9 ВЪ этой части объема 
тфла равна нулю, а въ остальной части объема, находящейся ниже продолженной сво- 
бодной поверхноети, по прежнему: я 


” По этимъ причинамь иоэкй елавназо вектора и злавнало момента идро- 
статических и атмосферные давленйй на поверхность не вполнть поруженнаяо, 
65 жидкость ттла выразятся опять формулами (39) и (40), но теперь У выра- 
жаетз обземь не всею ттьъла, а только измпщающий жидкость обземз, т. е. ту 
часть объема ттъла, которая находится ниже уровня свободной повертности;. 
т, и 2, суть оороиноты ‘центра тяжести этого обзема. 

аш полуйогруженное въ покоющуюся несжимаемую жидкость тЪло есть твердое, 
то совокупность вехъ гидростатическихь и атиосферныхь давлеюй на поверхность — 
тва приводится къ одной силь, направленной снизу вверхъ, равной вфеу изивщеннаго | 
объема жидкости и приложенной къ центру тижости изнфщеннаго объема. 

$ 16, Условя равновбея и устойчивости равновфея тяжелаго твер- | 
даго тбла, плавающаго въ несжимаемой тяжелой покоющейся жидкости, 

Для равновъея тяжелаго твердаго тфла, плавающаго въ тяжелой жидкоети, не- 
обходимо: 

1) чтобы вфеъ жидкости, вытЬененной погруженною частью тфла, быль равенъ 
вфеу тьла; 

2) чтобы центрь С’ тяжести тфла быль на одной вертикальной лини съ цен- 
тромъ Ц изифщеннаго объема жидедети. 

Твердое тЪло, удфльный вЪеъ котораго равняется удФльному вфсу жидкости; бу- | 
деть въ равновфеи, вогда оно будеть вполн% погружено Въ жидкость и когда центр 
С его тяжести и центръ тяжести ДД его объема будуть на одной вертикальной лини, 
потому что тогда главный векторъ и главный момёнтъ вефхъ силъ приложенныхь къ. 
тЬлу равны нулю. . 

Такое положено равновфетя будеть устой- | 
чивымь тогда, когда центрь Д будеть выше 
центра тяжести тёла С’и будеть неустойчи- 
вымъ въ противоположномъ случа. Въ самомъ, 
дЪлЪ, въ первомь случа, при отклонениг ли- 
ни ДС отъ вертивальнаго положешя, пара 
силъ ДРи СР’ (черт. 5) будетъ стремиться 
уменьшить уголь Ф, во второмь же случа о 
(черт. 6) будеть стрежитьси увеличить этоть 
уголь, т. е. опрокинуть тёло (СР’ изображает вЪеъ тВла). 

Относительно же веякихъ поступательныхь перемфщен!й тфла оба положешя равно? 
вВйя безразличны, пока тфло не выступаеть изъ жидкости. } 


т 


сказать, что твердое тЪло, удЪльный вЪеъ котораго равняется удфльному 
будучи погружено въ нее, имфетъ два положешя равновфоя, одно 
;, другое неустойчивое. 

0е тВло, удфльный вВеъ котораго менфе удфльнаго вфеа жидкости, имфеть 
двухъ, а большею часто нЪеколько положен равноввая, для опредвленя 
поступаютъ нижесльдующимь образомъ. Е 
@ всего слфдуеть провести плоскость АВ (черт. 7), отдфляющую оть 
ТТ (черт, 7, на которомь изображены сбченя тЪла и поверхностей, объ кото- 
будеть рёчь впереди, плоскостью чертежа) объемь АДВ, величина котораго И 
равняться величинЪ отношеня: 


М — навел тВла, © — плотность жидкости. 

Очевидно, что можно провести безчиеленное множество такихъ плоскостей, удо- 
мющихь этому требованю и что вов такля плоскости а нфкоторую 
тую поверхность, которую мы назовехь поверхностью Ч яя 

й (пусть аб@ предетавляеть линшю пересченя этой ерт. 

хности плоскостью чертежа 7-го); сЪкушёя плоскости 

ны будемь называть плоскостями плаваня. 

'Положентя центра инерщи 7 отефченнаго объема 47)В, 

тотвующия всевозможным» положеняжь плоскости пла- В 
по отношению къ тфлу, образують собою другую по- 


ость, называемую поверхностью центровь. (На чер- 

7-мъ лия аВ5 изображает кривую пересфчевя этой 
рхности плоскостью чертежа). 

Если соединить центръ инерщши С'`тфла съ какою либо 


ою Д поверхности центровъ прамою СД, то, вообще 
ря, эта прямая не будетъ перпендикулярна къ со- Е 
тотвующей плоскости плавал АВ. Поэтому, если помфетить тЪло въ жидкость 
‚ чтобы какая бы то ни было плоскость ллаваны АВ совифетилаеь съ уровнем 
дной поверхности, то тёло въ этомъ положени въ равновфеи ве останется, по- 
что центры Си Д не находатся на одной вертикальной лини. 

Однако, найдутся навфрно два, а можеть быть и болфе. таких положений 
и Ц, въ которыхь прямая С7{ окажется периендикулярною въ соотвЪтственной 
‘плоскости плавашя. Тавя положешя точки /{ и плоскости плавашя соотвЪтствуютъ 
оложенямь равноввея тфла. ^ . 

` ели поверхность тьла боле пли менфе правильна и имфеть симметрию относи- 
ьно трех взаимно-периендикулярныхь плоскостей, ‘или есть поверхность вращеншя, 
если центръ тяжести С тфла находится на одной изъ осей пересфченя этихъ пло- 
увостей или на оси вращеня, то нфкоторые изъ положен!й равновфея тбла очевидны 
1 безъ построешя поверхностей сфчен: и центровъ. Такъ, напримфръ, понятно само 
33 себ, что для однороднаго эллинеонда о трехъ осяхь и для всякаго однороднаго 
Бла, а бЮщагО три плоскости сииметры, возможны шесть положений равновфойя, въ. 
Паждомь изъ которых плоскость плавашя параллельна одной изъ плоскостей симме- 
и. Для однороднаго тфла вращеня, ныфющаго, кромф осн свиметри, еще эквато- 


Мальную плоскость симметрии (эллипеондь вращеня, круговой цилиндръ, и т. ге `В 
можны положеня равновзе1я: вертикальное и безчисленное нножество горизонтальных, 
Для однороднаго шара число положений равновёел безконечно-ведико, таюь какъ во. 
звелкомь его положени центръ инерщи погруженной части будеть на одной зориттало- 
ной лини съ центромь тяжести однороднаго шара. 

Возьмемъ теперь неоднородный эллипеоидь, центръ тяжести котораго находите 
на большой ови его, но не въ центр. Въ этомь случаф очевидны два положевя рав- 
новфал, при которыхъ большая ось эллипеоида будетъ вертикальна; но существуют ли 
еще положеня и каковы они, — для отвфта на эти вопросы придется строить или. 
опредфлять видъ поверхностей сфченй и центровъ. 

Полное опредлене везхъ возможныхь положений равновфейя значительно облег- 
чаетея при помощи. слфдующей теоремы. — ь 

Касательныя плоскости ко поверлности центровь параллельны РАооЖо 
стямь плаваная, соотвътствующимь точкамз касаня. 

Нетрудно доказать эту теорему. Пусть АР (черт. з) 
есть которое либо положен!е плоскости плавашя, 14 — 60= 
отвфтетвенная ей точка поверхности центровь. Проведен 
какое либо другое соездиее положене А, В, плоскости пла-_ 
ваши и пусть ДД, — соотвфтственная точка поверхности. 
центровъ. Оба положешя нлоскости пересекаются по пря-_ 
мой ЕН. 

Оба объема АВО и А, В,П, равны между собою; а. 
тавъ кавъ они имфютъ общую чавть: А.ЕВОНА,, 10 и. 
объемы клинообразныхь частей: ЛИНА, и ВНЕВ, равны между собою. Пусть 2 ебть. 

центрь инерщи объема А.ИВОНА,, е— цевтрь инерщи клина АНА, ие, — 
центрь инерщи клина ВНЕРВ,. Такъ кавъ объень АВ, отофкаемый перо 110- 
ложеншемь плоскости плавашя , равенъ суми® объемовъ клина АЁНА, и общей части 
АЕВЬНА,, то центры инерци е, Д, Е должны лежать на одной пряшой и отноше-. 
не величинъ разетоянй Де и ЕД должно равняться величин отношеня объема общей 
` части АЕВЛНА, къ объему клина. По такой же самой причин и центры инерщфи 
ве, ЦиЕ должны тоже лежать на одной прямой и отношен!е разстоянйй /Де, и Е 


должно равняться величинф отношешя объема 4. ЕВОНА, къ объему клина; слёло- 
валельно: 


—_ Ща 
= ЕЦ, 


и 6тало быть прямая 7411, параллельна прамой ее, .. 

Представим себЪ теперь; что мы `приближаемь положен1е 4, В, плоскости пла» 
ван до совпаденя съ положевень А; соотвфтственно этому и точка 11, поверх- 
ности центровъ будеть сближаться съ точкою Д, причемь направлеше 7471, буде 
приближаться въ совпадению съ касательною плоскостью, проведенною къ поверхности 
центровъ въ точкв |, а въ предфль оно п ляжеть въ эту поверхность. Поз 
того же приближеня плоскости 4, В, къ плоскоети 42, точки е, ие оближаются 
послёднею и въ предфль прямая ее, совпадеть съ плоскостью АВ. Имвя въ виду, 

и въ предфлВ направленя се ги ИД, параллельны между собою п что сказанное и 
отнобитея къ точкамь 1], (и ЕЪ соотвфтетвеннымь плоекостямь 4,8), взатымъ 


по сосфдетву съ Ц, мы можемь заключить, что дфИствительно 
ть въ поверхности центровь въ 7 параллельна плоскоети пла- 


теорехы слфдуетъ, что положенямг равновъся соотвътствуюта 
овертности чентровь, вх которыть прямая СЦ нормальна кз по-. 


 чтобъ опредфлить ве положеня равновфоя тфла, надо по- 
гь центровъ и опустить на нее нормали изъ центра тяжести т%ла; 
акииь образомь точки поверхноети центровъ будуть служить центрами 
итЕой жидкости при положеняхъ равновфая. 

3» вышеупомянутомь примфрВ неоднороднаго эллипеонда, поверхность 
ть также оллипсоидомь подобнымь наружному; изъ центра С тяжести, 
а большой оси, можно опустить еще четыре нормали на поверхность 
Бром тбхъ, которыя совпадаютъ съ большою осью; эти четыре нормали 
по дв въ двухъ главныхь дламетральныхь плоскостяхь эллипеонда, 
черезъ большую овь. СлЬдовательно, и такой эллипеоидь низетъ шесть 
завновЪоя въ жидкости, столько же, сколько и однородный. 


Бежотримь теперь условя устойчивости положений равновЪе1я твердаго тяже- 
плавающаго въ тяжелой жидкости, но не вполн% погруженнаго. 
положен!я равновфся устойчивы для такихъ поступательныхь перемфщенай, 
ъ тБло опускается или подымается. Въ самомъ дл, при опусканш тфла, 
зытфеняемой жидкости увеличиваетел, сила дфйствующая снизу вверхъ полу- 
преобладане надъ вфсомъ тфла и избытокъ ея надъ послфдией стремится при- 
т5ло; обратно, при подыманш трла, объешь вытЬенлежой жидкости умень- 
а съ нимъ и величина силы дЪйствующей снизу вверхъ и надъ ней получаеть 
ан1е вЪеъ тёла, 
Для поступательныхь перенфщенй, при которыхъ тло не опускается и не но- 
ивется, вс положешя равновфея безразличны. 
Если твердое тло, находившееся въ положения 
изЪая, будеть отклонено изъ этого положешя, 
что лишя СЦ, соединяющая центрь тяжести 
сь центромь тяжести новаго измфщеннаго объема 
Фелетъ уже вертикальною, то, для сужденя объ устой- 
п положеня равновфоя, придется разсмотрфть, 
вкетелли пара сить СР” (в5съ тьла) я Д.Р (давле- 
Жидкости) возвратить тЪло въ положене равнов$- 
или же еще далфе опрокинуть его. 

Положене равновьычя будет» несомнънно 
ойчивымь, если точка С’ ниже части. повертно- 
центровз, ближайшей кь Ц. 

Если точка Свыше точки ДЦ, то положеше равно- 
можеть быть устойчивымь, если будуть соблюдены нфкоторыя усломя, какъ мы. 
пиъ ниже. 

Сначала разсмотрижь тая весьма малыя отклонешя, при которыхь нор- 
ь Д.М, возстановленная къ поверхности дентровъ изъ новаго положевуя центра 74, 


$: 


заб 4 ь. 
измьщенной жидкости; пересфкаетъ нормаль ДМ и изъ центра 11 соот: 
вътетвующаго ‘положению `равновфея. м 
Г Какъ известно, если возстановить нормаль изъ какой либо точки кривой поверх-. 

° ности, то кругая нормаль, возстановленнал изъ безконечно-близкой сосфдней точки, 
пересЪчеть. первую нормаль только въ томь случаЪ, когда сосфдняя точка взята въ. 
плоскости одного из двухъ главныхь нормальныхь ефчен1И поверхности, проведеннаго. 
черезъ первую нормаль; притомь точки пересфченй будуть центрами кривизны глав-_ 
ныхъ нормальныхь сбченй. 

Поэтому отклоненя тфла изъ положеня равновфейя, ›разематриваемыл нами те- 
перь, предполагаются ничтожно-малыми и произшедшими не въ произвольном напра- 
вленш, но въ одной изъ двухъ взанмно-перпендикулярныхь плоекостей главныхъ нор-_ 
мальныхь оченый поверхности центровъ, проведенныхь черезъ нормаль /Д№.. 

Еели, какъ мы предполагаемъ, отклонен!е ничтожно. 
мало, то новая нормаль 11, №, (черт. 9 и 10) пересв- 
четь нормаль ЦМ въ центр» О’ кривизны нормальнаго 
сЪчешя ДИ, проведеннаго черезъ нормаль точки /(. 

По направленю 71. О0’№, будетъ, въ отклоненномь. 
положени тфла, дЪйствовать на него равнодйствующа 
давлений, а по направлению СР”, параллельному и прямо- 
противоположному первому, дЬйствуеть вЪеъ твла, 

Если центръ О’кривизны нормальнаго сфченя Выо 
центра тяжести С тЪла, какъ на чертежу 9-мь, то выше- 
сказанная пара силъ стремится повернуть ть ВЪ 610-_ 
рону означенною оперенною стрфлкою, т. е. вернуть его. 
въ положеще равновеля. 

ели же центрь О’ниже центра тяжести С, какъ на чертежё 10-мь, то пара 
силь стремится повернуть тло въ сторону, означенную неоперенною стрфлкою, т. в, 
опрокинуть твло. 

ТО же самое должно сказать и объ отклонешяхь тала (изъ того же положенй 
равновЪе1я) въ плоскости другаго нормальнаго ефчевя, имфющаго свой центръ кри- 
визны О”, вообще говоря не совпадающий съ центромь кривизны ‘перваго обчешя. 

Изъ этого видно, что положеше равновфея тфла для отклоненя въ плоско- 
стяхъ главныхъ сфчешй будетъ устойчиво, если центръ тяжести С’лежить ниже цент 
ровъ кривизны обоихъ главныхь нормальныхъ еЪченй. 

Точки О’и О” — центры кривизны главныхь нормальных офчен!И, называютс: 
метацентрами. 


ТРазсмотримь теперь ничтожно-малыя отклонев!я, произошедийя не въ плоскостях 
тлавныхь нормальныхь ефчев!й поверхности цевтровъ въ точк% Ц: х 

Въ этихъ случаяйъ нормаль Д.М, не пересфчеть пормазь ЦМ, но пройдеть в 
кратчайтемь отъ нея разстояни #, близъ вфкоторой точки #, находящейся между цент- 
рами О’и О” кривизны главныхъ нормальныхь ебчешй (черт. 11). Пара еяль СР’и ДЦ] 
будетъ имфть стремлене повернуть тло вокругъ оеп перпендикулярной къ плоскости это; 
пары; эта ось не только не параллельна направленю й,, но составляеть съ нимь прямой. 
уголь, если точка С совпадаетъ съ точкою $ вообще же эта ось составляетъ съ направ. 
шемъ Й, уголъ тёмъ меньшй, чфмъ точка (' дальше оть $. Мы обратимъ внимане только 
на составляющую пары силь ОР’и ЦР, дЬйствующую въ плоскости перпендикулярно! 
къ Й:; эта составляющая стремится повернуть т8ло въ сторопу, указанную на черт 


А: 


ною стрЪлкою, т. е. стремится вервуть его въ позожеше равповфейя, если (' 
5 если же С выше #, то составляющая пары въ илоскости перпендикулярной къ -й, 
опрокинуть т%л9. 

Тезерь можемъ заключить, что ить положеня рав- 
«> которыхь оба метацентра выше центра 
тьла, устойчивы для всяких малыть от- 7 
ттъла; тт положещя, въ которыль оба, ме- Ч ерт. И" 
ниже центра тяжести тпла — неустой- 

бля всякижь отклоненй; тть положеная, въ ко- 
одинь метацентрь выше, а друюй ниже 
тлжести, устойчивы для нюкоторыхь малыть 
ый, неустойчивы для прочить. 

Разсмотримь тецерь какпмъ образомъ можно вы- 
величины радлусовъ кривизны ДО’ и ЦО” 4 
ъ пормальныхь сЪчен!й поверхности цевтровъ; 
зычислять эти дливы необходимо для того, что- 
Чыло возможно опредфлять положен!я метацевт- 
Оби 0". 

Ироведемъ изъ точки & прямую #Ё паразлель- 
зормали №, ДЦ, и на проведенную прямую опу- 
перпендикулярь Д5 изъ точки Д; дливу этого И. р 
шкуляра можно выразить такъ: .Д? 31 9, гдЪф 

зтоль отклонешя ЦЕЙ; по малости же угла о длину пернендикуляра ДБ можно вы- 
такимъ произведешемъ: 


18— о’зш 1. й 


‚ Сь другой стороны, длина этого периевдикуляра равна плечу силы Д,Р вокругь 
проведенной черезъь точку Д перпендикуларно къ илоскости ДЕЙ и стало быть 
ельно направлешю кратчайшато разетоявшя Между прочимъ замфтимъ, что 
тт же направленшю параллельно направлеше ЕН ‘примой. пересфчен!я двухъ положе- 
плоскости илаван!я, такъ какъ эти плоскости перпендикулярны къ соотвфтетвеннымь 
ьь. 

Произведеве изъ величины силы Д,Р на плечо ЦА выражаеть величину момента 
Ц:Р вовругь осн \, проведенной изъ точки Д параллельно направленю отъ Нкъ Е. 
Бакъ намъ уже извфетно, сила Д,Р есть равводфйствующая гидростатическихь дав- 
или же равнодфйствующая воображаемыхъ объемныхь силъ, приложенныхь къ эде- 
ъ погруженнаго въ жидкость объема 4, НОВ, ЕА,, направхенныхь снизу вверхь 
ельно Ц, М, н равныхъ 9 (такъ что на элементь 4О дЪйствуеть воображаемая 
ая сила 040 свизу вверхъ паразлельно Д,М№,). 

Объемь же 4, НОВ, КА, состонть изъ объема А,НОВЕА,, который мы усло- 
для краткости обозначать черезь ТУ, и изъ объема у, клина ЕНВВ,. Если 0бо- 
моменть сизы Д.Р вокругь оси \ (черт. 11) знакомъ Л,, а моменты вокругь 
ке оси воображаемыхь объемныхь силъ, придоженныхь къ элементамь объемовь И" 
*,— знаками ЛС’), (е,), то можемъ написать равенство: 


Д.Р. Ц8= Л= Л(Р)-+ 1), ...-.......... (9) 


ющее, что моменть силы Ц,Р равенъ сумм моментовь воображаемыхь объем- 
еплъ, приложенныхь къ элементамь двухъ вышесказанныхь объемовъ. 

Ботда тфло было въ положеши равновфеш, тогда точка Ц была центромъ вообра- 
хъ параллельныхь объемныхь сить, приложенныхь къ элементамъ объема АНОВЕА, 
й состоить изъ объема ТУ и изъ клива АНЕА, (объемъ послфдняго означимъ ‘че- 
=} эти воображаемыя объемныя сплы дфйствовали параллельно ‘направлешю пор- 
‚ которая тогда была вертикальна. 


Если паправлен!е всей совокупности нараллельныхь силь будеть повернуто на 
вой либо уголь, то положеше цевтра совокупности сндл, какъ извфетно, не измфни 
Пользуясь этимъ обстоятельствомъ, представимъ себф, что вею совокупиость. свль, прито- 
женныхь въ только что указанному объему, иовернемъ на уголь $, такъ чтобы силы 
посл этого дфйствовали не параллельно пормали ДУ. но параллельно нормахи М, 
тавъ какъ точка Д и посл того останется центромъ совокупности сил, то можемъ 
клЮчить, что главный моменть вокругь оси \ объемныхь сплъ, приложенныхь къ объему. 
У, илюсъ главный моменть объемныхь силь, приложенныхь къ объему, въ сумм равны 


нулю: з 

Л) =, 2.1 
тдф объемныя силы параллельны направзешю ДЦ, М,. -9 
. Изъ равенствъ (42) и (43) можно исключить ЛИ’); тогда получим: к 


=) — 16); 


это ‘выражеше можно представить иначе, если озвачимь черезь Л“ к) моментъ вокруг 
оен \ объемныхь сплъ 0440, приложенныхь къ элементамь влиза г, но направленных 
параллельно №, Д,, т. ©. противоположно силамъ, приложенным къ клипу у,; тотда "А 


1.=Л(@®) Л). 


Обратимъ теперь внимане на то обстоятехьство, что совокупность сить, приложен-. 
ныЫХЬ КЪ элементамь клина %,, наразлельныхь направлено Д,М№,, и противоположныхь | 
имъ, приложенныхь къ эдементамь клина 7, приводитея въ парф енлъ, потому что объемы 
клиньевъ равны между собою, а слфловательно тлавный векторъ всей совокупности па- 
раллельныхь н прямопротивоположныхь снлъ равен нулю. : з 

ВелЪдетые этого величина тлавнаго момента такой совокуппоети снлъ будетъ оди- 
накова вокругъ всякихъ параллельныхь между собою осей, а слфдовательно моментъ Л 
будеть равенъ суммЪ моментовъ силь, приложенныхь къ клиньямъ, вокругь оси ЕН; озна- 
Чимъ эти моменты черезъ Л, (с) и Ль (=); г 


=), 


Иыфя въ виду ничтожную величину угла о, а слдовательно н ничтожную толиуи 
клиньевъ во вебхь ихъ чаетяхь, мы вычисдимь эти моменты слёдующимьъ образомъ: 
Примемь направлен НЕ за ось У-овъ, другое. 
Ч 10 направлен, къ ней перпендикулярное п заключаю- 
ерт- щееся въ плоекоети А, В,, за ось Х-овъ и третье нал 
„У правлене, пернендикулярное къ двумъ первымъ 
направленное внизъ, за ось 2-овъ; начало координать. 
тдЬ либо на прямой НЕ; разобъемь каждый клинъ на 
призматичесяе элементы объема, основан которы 
заключаются въ изоскости ХУ а высоты параллель 
положительной или отрицательной оси И-овъ. Объемь 
каждато элемента выразится такъ: 


940=2 фазау, 
потому что высота его р0 (ем. черт.`12) равняете: 


2490, тдЪ х равно Фр. Моментъ вокругь осн У-овъ объемной силы, приложенной къ эде- 
менту клина г, и дЪйствующей параллельно отрицательной оси -овъ выразится так: — 


29240 = 09 5 фт азау, 


32. 


т 


то 2 есть плечо момента элемента объема @О воБругь оси У; также выразится 
зокругь оси У-овъ объемной силы, приложенной къ элементу объема клина й 
ей параллельно положительной оси 7-овъ; поэтому окажется, что: 


(44) 


раз | |242». НЕО 


ь распроетранень на всю пхощадь 4, В,; этоть пнтеграть равенъ моменту 
площади А, В, вокругь оси НЕ. 

 Такъ какъ уголь о весьма мал, то 5 ф можно замфнить произведешень о” зи! 1”; 
тото, по мфрф уменьшешя угла о, площадь 4,В, приближается къ площади АВ, 
ато вышеупомянутый интеграть приближается въ ипредфль къ моменту пнерцш пло- 
плаваюя 4В вокругь оси НЕ. Самая лия НЕЁ въ предфяв проходить через 
тажести илощади АВ, какъ видно изъ нижесяфдующаго. 

Величина объема клина 0, равна: 


= : |= агау, 


'етрать распространенъ только по правой чаети площади 4,В,; величина же объема 
= равна интегралу, распространенному по зЪ%вой части ихощади А, Ву: 


— що | тахау, я 


етеграль взять съ отрицательнымь знахомь потому, что дхя всфхъ точекь этой пло- 
< пыфеть отрицательныя значен!я; равенство объемовъ %, по выразится такъ: 


ЮФ [| х4ахау = 269 | +в» 


ха, по раздьлени обфихь частей на {2 9, получимъ: 


[== ау =0, 


житеграль распространенъ на всю площадь А, В, пли, что въ предьх одно п то же, 
ею площадь АВ; это и означаеть, что на осн ИЁ находитея центръ тяжести пло- 
АВ. 

Возвратимся къ равенству (44). Замфнимъ въ немъ моменть Л, произведешемь ве- 
силы Д.Р на плечо ея вокруг точки (Ц (величина же этой енлы равна вфеу тфла, 
=. 119); получимъ: 


р 
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ративъ обпые множители въ обфихъ частяхь этого равенства и переходя къ предфлу, 
=. предполагая толь ф уменьшающимся до нуля, найдемъ стёдующее выражеше для Дё 


р 


тдВ У есть объемъь измфщеняой жидкости, а]; момевть инерцш охощади АВ вокругь © 
проведенной въ этой плоскости черезъ центръ ея тяжести К, перпендикулярно ихоско| 

Формула (45) должна быть справедлива для отклонений: о во веякихъ направлен ях, 
„а слфдовательно. и для отклонешй, совершающихся въ плоекостяхь главныхь вормальныхь ь 
сфченй поверхноети центровъ; въ нихъ Ц? обращаетея въ ЦО’ и ЦО"; такъ кавъ это суть 
наибольшая и наименьшая величины разстоян:а: Ца, , то соотвфтетвенные моменты инерции 
должны быть нанбольшимь и нанменьшимь моментами инерцш площади АВ. 

И такъ пмфемъ теперь слфдующее правило для опредфлевя положен! плоскостей 
тлавныхь нормальныхь ефчешй нповерхноети центровъ и дла опредфлешя положен я мета- 
центровъ: 

„Надо найти центръ тяжести К площади плавашя АВ въ положен равновться 
и опредълить направленя злавныхь центральныхь осей инерши этой площади; взаимно. 
перпендикулярныя плоскости, проведенныя через» нормаль ЦСМ и черезь найденныя оси’ 
‘инерщёи, будуть плоскостями злавныхь нормальных» спченйй поверхности чентров. 

Пусть Эр есть наибольиай злавный центральный моменть инерцёи и у, наимень 
ип моменть инерши плогцади плавашя АВ; разстоявя обоить метацентровь оть о 


Ц будуть равны: 


ДО, ПО... 


причемь верхний метацентрь О’ соотвитетвуеть отклонен ю въ плоскости, перпендику= 
дярной къ той заавной оси инериёи, вокруть и моменть нии. 


чтобы было 


3,—7>0, 


тозда уже и подавно ®, будеть болъе УТ; здтъеь 1 означаеть разстояе ЦС. 
Величипы моментовъ силь, стремащихся возетановить тфло, отклоненное отъ своего’ 
положен! я равновфе!я на уголь о” (въ секундахъ), равны: 


09 (9, — Т)Ф’зт 1", 09 (8,— Т/ф” 5 1", 


для отклонев!й въ каждой изъ главныхъ плоскостей. 

Для иримфра возьмемъ слфдующий случай. 

"Твердое тфло есть однородная прямоугольная призма длины 2а съ квадратнымъ оено- 
вашемъ (сторона квадрата 25); тёло. ‘плавать въ жидкости, дфльный вЪеъ которой вдвое 
бозфе удфльнаго вфеа тфла. Найти устойчивыя положен!я равнов%е!я изъ числа тЪхь, р 
которыхь длина призмы горизонтальна. 

Очевидно, что призма имфеть четыре такихъ положеня равновфе!я, при которыхь 
по дв боковыя грани горизонтальны и четыре такихъ, при которыхъ он наклонны къ 
`ризонту подъ угломь въ 45°. 

При каждомъ изъ первыхъ положенй измфщенный объемъ есть прямоугольная призма, 
объемьъ которой равенъ половинф объема тЪла, т. е. 445%, разстояше { равно $ дфхенно: 
на два; илощадь плаван!я есть прямоугольникъ длины 2а и ширины 26; тлавные момен 


з 
инерщи этой площади: %(, = — 38, = = 


3; — = — Зав, 1 И (2—8); 


значить эти положевя навфрао неустойчивы даа вращенй вовругь оен параллельно 
длин призмы. 


прутихь четырехь положешяхъ равновЪойя, когда одно ребро занимаеть самое ` 
прутое—самое выешее мфето, объемъ 7 ныфеть ту же самую величину, но имфетъ 


У ь . 
ной призмы; 1 — 5; пзощадь плаванзя есть прямоугольнииь длины 2а и ши- 


__ 4$а3У2 
Е] 


3; У=ЗаРУЗ, 9 = У (2—8); 


быть этн положеншя устойчивы. 


Ш. 
Уравненй гидродинамики. 


$ 17. Аналитическое выражене движеншя сплошнаго деформирующа- 
тБла. Скорости и ускорешя точекъ его, 
Движене такого тфла будетъ намъ извфетно, если имфемъ возможность перейдти 
чачальныхь координат» а, В, с веякой точки тбла къ координатамь ея 2, у, 2 
Юй моменть времени; для этого необходимо, чтобы 2, у, 2 были выражены функ- 
налальныхь координат а, 6, си времени #: 


#= (а, В, с, й 
ь Е О ЕО (47) 
2 = (а, Б, с, о] 
предполагается, что время считается оть начальнаго момента. 2 
Если тЪло не претерпфваеть никакого разрыва. при движении, то фунещи /. ; №, № 
ны быть сплошными функщями какъ относительно #, такъ и относительно а, В, с. 
Для поясненя на примЪрЪ, возьмемъ слфдующий случай. 
Въ начальный моменть сплошное т ло имьлю видъ прямоугольнаго параллелопи- 
еда, центръ котораго совпадаеть съ началомъ координать, & ребра, нибюнйя ‚длины 


а, 25, Эс, параллельны делмъ координать Х, У, 7. Точки этого тфла, имфвиия при 
—= 0 координаты а, 6, с, въ моменть # инБють координаты: 


#—=0а;.У 8 В(1 вы ПВрНиЧО ВЕ 


1,4) 


Какое движен!е совершаютъ точки тфла, предполагая, что формулы (47,4) спра- 
зехливы для вефхъ точекъ тбла и для всякаго момента #2 

Тавъ какъ координаты а и с остаются неизифнными, а измвняются только у, то 

зеЪ точки тфла движутся по прямымъ лишямъ, нараллельнымь оси У-овъ, каждая 

а | 


движется равномврно, потому что у возрастаеть пропорщонально времени; наибольшие 
скоростью В обладають точки тБла, находящейся въ плоскости УЯЙ (для нихъ и=0), 
точки же, находивицяся на граняхъ а = + аиа= — а параллелопипеда, остаюте 
‘неподвижными, потому что для нихъ у = 6. а 

ВБ точки тьла, находивиняся въ моненть #=0 па грани 6 = — В, въ мо- 
ментъ #, будуть на поверхности, выражаемой уравненемъ: 


у = Вё 5—9; 


ве точки, находившяся въ моментъ # = 0 на плоскости 6 = постоянн., параллель- 
ной къ вышесказанной грани, будутъ въ моменть #, находиться на поверхности: 


у= ВЕ-+-6 — 2622; Е 


вев эти поверхности суть параболичесые цилиндры, производянйя которыхъ парал- 
лельны оси 2-овъ. 

Проэкци на оси коордивать скоростей точекъ сплошнаго тВла, не претерпвваю 
щаго разрыва при движенш, могуть быть выражены, или сплошными функщями вуе- 
нени $ и начальныхь координать а, 6, с или сплошными функщами времени ё и т 
динатъ 2, у, 2. 

Чтобы получить проэкщи скорости © которой либо точки тёла для какого либ 
жоментъ времени, надо подставить въ функцщи (47) начальныя координаты этой точки 
вуфето а, 6, с, взять производныя отъ нихъ по времени и подставить вифето # значе: 
не, соотвфтетвующее разематриваемому моменту; подобно этому придется поступить: 
полученя проэкщй скорости всякой точки тЪла въкакой угодно моментЪ времени. Во- 
обще же можно сказать, что проэкщи скоростей точекъ тфла на оси координат выра 
зятся функщями оть а, В, с, #, равными частным производныме по & отъ функ 
Ё, К, В, выражающихь 2, у, 2; т. е.: 


№605 (5, Х) ее 


а ей 


№008 (55У) = Е г: 


№608 (5, 2) = = Зе 


Еели изъ этихь выраженй исключить а, 6, с при помощи равенствъ (47), 1 
проэкщи скоростей точекъ деформируемаго тБла выразятся нёкоторыми фунещяхи ф‚. 
Ф,› Фз ОЪЬ Ё и оть координать 2, у, 2; проэкщи скорости, выраженныя такимь обр 
зомь, мы будемъ обозначать знаками и, 9, №, такъ что: 


и 603 (5, Х) =, (2, у,20) 
2—9 608 (©, УФ (ау)... @ 


№= 003 (5,2) = 9; (2, у; 2, 0) 


02 д 
06? 08? 0 


долЕно 


Ъ Фи, 9., Фз замЁнить 2, у, 2 функщими /, К, № (47), ведфдетые чего 
<, обратятся въ частныя производныя от /, /,, № по &, такъ что напримфръ: 


Обратно, чтобы изъ выражений , ©, ю получить выраженя 


Ф ( @, 6,69, Б@, 6,68, 1..6 6.0,) = 59, .. (50) 


Для пояснешя возьмемь такой случай движенИя сплошнаго деформирующагося тла: 
а", у бе", асе". 
Здвеь: 


9х 
‘бр = аае", У — Ве", и == 66". 


и — 2, = 6,0 = 62. 


Проэкщи на оси координать ускоренй $ точекъ деформирующагося тфла тоже 
быть выражены или функщами отъ а, 6, си &, или же функщами отъ 2, у, 2, &. 

Первыл выраженя получатся, взявъ частный производныя втораго порядка по 
т, у, 2, т.е. оть функшй (47); именно: 


Е [6:9 = (ав, с, 2) 


= 
оао У Имею ааа: (51) 


5 воз (5, 2) Е. 


Чтобы получить выражения тёхъ же проэкцй въ фрнкщяхь оть 2, у, 2, + бу- 
разсуждать слВдующимъ образомъ. 


Вторая производная отъ /, по # равняется первой производной по у оть 92 в т. 6 
$ 608 (Хх) =я (ив ьья в = =) 


или же, на основан равенства (50): 


Зв (Ха [9 (4,6, 60, 6 @, 5,69, №, 660, ], 


есть, взявъ дЪйствительно производную по #: 


а тя д) 9/3 0 
божия я с т, 


‚ такъ вакъ /., /,, /, Суть 2, У, &, ТО это выражене можно написать такъ: 


рыбу 


4* 


не 


выраженя и будеть функщею оть х, у, 2, &, 
Мы предетавимъ эти выраженя въ такомъ видф: 


. ь ид ди д 

08, = и -жи- ина: 

е в 05. д" 9 

$ 603 (2, У) == ою а, 


=. 


608 (5, 2) 2%: 


или, сокращенно, будемъ эти же самыя выраженя писать подъ видомъ полныхь йро- 
изводныхь отг и, ®, ш по & 


Е . Е. 
$03 (6, Х) =“, 


$ 05 (5; У) 42, }....:..::.212.. 1069, 8) 


: я а 
; $ с05 (5,2) = а: | 


$ 18. Дифференшальное уравнен!е неразрывности деформирующагое: 
вещества, > 
Въ предыдущенъ параграфЪ было показано, что проэкщи скоростей точекъ де 
формирующагося тфла можно выразить фунещями отъ времени # и отъ координат. 27 
У, 2; если дадимъ 2, у, 2 как1я либо постоянных значенйя, свойственных нЪкоторо? 
точеЪ пространства занимаемаго тфложъ, то законъ измфненя величинъ %, 9, # съте 
чентемь # дасть представление объ изифненш величины и направленя скорости съ те 
ченемь времени въ этой точк% пространства; еъ другой же стороны, зависимость ве 
ЛИЧИНЪ \, ©, 22 ОТЪ 2, У, 2 даеть понят!е о распредфлени одновременныхь скоросте 
точекъ тЪла въ занимаемомь имъ пространств. 
^ Плотности точекъ неоднороднаго дефориирующагося тфла могуть быть выражены, 
подобно прозкщямъ скорости, двоякимъ образомъ: или функщею отъ начальныхь коор 
динать и времени, илиже функшею отъ координать 2, у, 2 и времени. Въ настоящем 
параграфВ будемъ имфть въ виду послфднй епособъ выражена. 
Выдфлимъ мысленно въ той части пространства, которая занята деформирующиме 
тЬломь, какой либо объемь, ограниченный замкнутою поверхностью; объемъ этоть дол: 
женъ быть выбранъ такъ, чтобы и вВЪ моменть # и въ моменть # + 4 онъ быль ве 
заполненъ веществомъ тфла. 
Разобъемъ этотъ объемъ на безконечно-малые элементы 40. 
Масса вещества, заключающагося въ моменть & въ этомь объем, выразится инте 


граломъ: 
[ао, 


е о 


аненнымь на весь этоть объемъ; с предполагается функшею оть =, у; 2: 


в=/ (9,59 


ентъ объема (О выразится чрезъ 4х у 4. 
Вътеченши безконечно-малаго промежутка времени 4 плотность въ каждой точе% 


д 
получить прирашене — ЧЁ и, слфдовательно, масса вещества, заключающагося 
тем же объем въ моченть ({ = 44) будеть равна: 


\ 


[1 +94) ао; 


быть, „за время отЪ # до 2+ 4 въ разсматриваемомъ нами объем ирибудете 
тая масса вещества: 


Эта прибыль массы могла произойдти только оттого, что въ течени того же вре- 
въ разсматриваемый объемь вошло больше вещества извяф его, чЪуь изъ него 
о. ь 

Выходь и вхоль вещества происходить не иначе, нашъ через элементы поверх- 
объема. 

Пусть 45, есть одинъ изъ тхъ элементовь поверхности, въ которыхъ` нормаль 
зозстановленная внаружу объема, составляеть со скоростью 5, въ этомъ элементы 
острый; количество вещества, прошедшее черезъ этотъ элементь въ течени 6ез- 
чно-малаго промежутка времени 44, можно выразить произведенемь изъ плотноети 
зЪ этом элементВ на объемь косаго цилиндра, имбющаго основашемь этотъ эле- 
45,, & производящими — безконечно-малыя длины 5,4, наклоненныя въ нор- 
3№ подъ угломъ (5, №); объемъ этого цилиндра равенъ: 


45, ъ, воз (5, №) & 


му черезъ элементь 45, выходит» изъ разсматриваемаго нами объема слёдую- 
касса вещества: 
г в, №, 605 (5, №) 45, 4#......:.....:....::.() 


Пусть 45, есть одинъ изъ тёхъ эдементовъ, гдф уголъ (, №) — тупой; черезь 
элементь входите въ разсматриваеный объемъ слБдующая масса’ вещества: 


—50: 6:08 (©; Ма Вы, 2..1... 2... 08) 


ъ поставленъ знакъ минусъ потому, что косинуеъ тупаго угла есть величина отри- 
ная, а намъ нужно было составить выражение положительнаго количества, а именно 
входящаго вещества. 

Взавъ интеграль оть выражений (В) по вефмъ элементамь, такимъ какъ 45., по- 
уассу вещества входящаго въ объемъ, а взавъ интеграль оть выражений (.4) 


$“ с °И 


а 


[09 
по вефиъ олементамъ, тавимь какъ 45,, получимь массу вещества выходящаго изъ 
объема; вычтя второй интеграть изъ перваго, получимь интеграль: 


=[Г. у, вов (6, №) 954,......::..:0., (54 


распространенный по всей поверхности объема и представляющий другое выраже 
не прибыли массы за время 4. Приравняемъ друг другу оба полученныя выраженя 


«| | 40 = — «|*, ъ, 605 (5, №) 98 ......... (55) 


Замфнимь здЪеь проэкцию скорости на нормаль слфлующимь тричленомЪъ:. 
Ъ, 60$ (5, №) = и, с0з (№, Х) + и, 605 (№, У) +, воз (№,2)....(56) 


и получивишеся через это во второй части интегралы: 


[- и, воз (№, Х) 45, |. 2, 608 (№, У) 45, [| 0, соз (№, 2) 45, 


преобразуемъ по формуламь 16-мъ $ 10-го предыдущей главы въ интегралы, раепро: 
страненные по объему; тогда получимъ, раздЪливъ об% части на аи перенеся вс члень 
въ первую часть: 


> д дей д ) ; . 
По Е 57 


Мы составляли это равенство, предполагая промежутокъ времени 4 безконечно: 
малымъ и весь объемъ занятымъ веществомъ въ течени всего промежутка. Если то де 
формирующееся тфло, движеше котораго мы разсматриваемъ, не иретеритьваеть. раз- 
‚рыва сплошности ни в5 хоторой изь“бвоить частей, то мы можемъ примфнить ра- 
венство (56) къ которой угодно части такого тьла, какъ бы мала эта часть ни была 
а изъ этого тогда будетъ слЬдовать, что во всякой точить тльла, деформирующеловя 
неразрывныме образоме, должно-имъть мъсто слюдующее дифферениальное ура 
внене: 


дв 9 95 а би; ди\ 0 
Ни (Ну -= 9.) <= И. 


4 92 ду 


называемое уравненемг неразрывности масбы. 


веда выражение полной производной отъ плотности по времени, можно уравн 
ще (58) представить такъ: 


а БАН 0 
а (в ду 9) = >= 


& 


И: 


Если деформирующееся ‘тфло однородно и плотность его неизифниа, то уравнение 
ости обращается въ уравнеше, выражающее неизибняемоеть плотности ве- 
а именно въ слёдующее: 


ИО... наи :н 2 (60) 


$ 19. Общя диоференщальныя уравненя движеня жидкостей, не- 
ющихь трен!емтъ, 

ПослЪ всего сказаннаго въ двухъ предыдущихь параграфахъ, иримнимъ диффе- 
ныя уравнения (17) параграфа 11-го къ жидкости, такъ называемой, совер- 
й или идеальной, которая и при движенш не оказываеть и не выдерживаеть 
хь тавтенщальныхь напряжений, ни натяженй; въ $ 12-мъ было упомянуто, что 
у идеалу неудовлетворяеть ни одна дЪйствительная жидкость, такъ какъ въ нихъ 
двищени развивается треве внутреннее, т. е. между частицами самой жидкости, и 
ве, т. в. между жидкостью и тВми твердыми тфлами, по поверхности которых 
течет. 

Дифференщальныя уравненя движеня жидкости представляють въ двоякомъ 
‚ смотря по тому, предполагаются ли скорости точекъ жидкости выраженныхи въ 
Щяхь оть 2, а, В, с, или же въ функщахъ” оть &, 2, у, 2. Мы теперь выберемь 
Ъднее предположене и, сообразуясь съ нимъ, выразимъ проэкщи ускоренй точек 
кости на ови координать по формуламь (52) параграфа 17-го. 

Уравнешя (17) тогда получать слфдующи видъ: 


ду ди ды „ды Шт. № 
с унии мою) = 52 гг 
д 4 де 4 др 
29 0 29) Оо 
в (тит очнию) =... (61) 
ди 00 д 9% \`^ 9 
о (ножи мои) = 3 —% 


т2Ъ р иметь то же самое значене, что и въ $ 12-мъ, 

ели жидкость несжимаема и плотность ея однородна и неизиённа, то въ трехь 
лафференщальныхь уравненахь (61) будетъ заключаться четыре функщи: м, ; ю, р 
эть четырехъ перемфнныхт: #, 2, у, 2; присоединивъ къ этимь уравненямъ уравнение 
зесжимаемости: 


В...) 


будемь имфть четыре дифференщальныя совокупныя уравненя съ частными производ- 
выми перваго порядка. Для ршенйя какого либо вопроса`о движени несжимаеной жид- 
кости подъ ваяшемь данныхъ объемныхь силъ надлежало бы прежде всего найти об- 
зай интеграль четырехь вышесказанныхь дифференщальныхь уравнешй съ частными 
производными, то-есть пришлось бы отыскать тавля самыя общйя выражешя для и, о, 
с, р, которыя удовлетворяли бы сказаннымь дифференщальнымь уравненямъ при вся- 
вихь значеняхь #, 2, у, 2 во’время всего движевя и въ томь пространств, которое 
занято движущеюся жидкоетью. 


А з 


Этимь, однако, процесс рьшеня даннаго вопроса еще не закончится, таль к 
въ найденныхь общихь выраженяхь для р, м, ©; © войдуть произвольный функции 
видъ которыхъ опредфлится тфиъ тробовалрень, итобы найденныя выраженя для 7, 
©, ш удовлетворяли нфкоторымъ, условамь на границахь жидкости и кромь того н 
чальнымь обстолтельствамь движения; мы составниь теперь выражен этихь усл 
на траницахъ. | 

Движущаяся жидкость можеть быть ограличена со воЪхЪ сторонъ, или же можеть 
проетираться въ безконечность по нёкоторымь направленямьъ, или наконець может 
быть со вевхь сторонъ неограничена, простираясь въ безконечноеть по вефуъ напра- 
вленямъ. 3 

Тамъ, гдф жидкость ограничена и гдЪ она отдЪляется отъ прочаго пространства 
задается, либо видъ самой поверхности жидкости, либо величина вифиняго давленыя: 
на поверхноети. . 

Г части поверхности жидкости, видъ которыхъ задается заранфе, для веякаго 
момента движения, называются сттнками; онЪ образуются поверхностями тёлъ, им ю- 
шихъ данное движене или занимающихь данное положене. На поверхностлхь стЪнокЪ 
давлон!е заранфе не задаетсл, но величина его во всякой точеЪ поверхности стЬнки 
для всякаго момента движешя становится извфетною по получен полнаго уьшен я 
даннато вопроса о движени жидкости. 

ТВ части поверхности жидкости, на которыхь задается величина внЪшняго да 
вленя, называются свободною поверхностью жидкости; видъ свободных частей по 
верхноети жидкости становится извЪетнымь посл полученя полнаго рфшеная вопроса. 

Жидкость не должна отдфляться отъ етфнки, то есть у поверхности стФнки не 
должно образоваться пустотъ, незанятыхь жидкостью; для этого необходимо, чтоб; 
точки жидкости, бывиия на поверхности стфнки въ моментъ #, не сходили съ этой по- 
верхноети и въ течени послфдующаго затЪмЪ промежутка времени отъ & до #-+= 96, 
или по крайней мЪрЪ сходили съ нея не иначе, какъ по касательной; это услове тре-. 
буеть, чтобы скорости м,, 2,, ш, точекъ жидкости, находящихся въ мементь # на по 
верхности стфнки: 


Тео. О: 

удовлетворали равенству: 73 
д а РА д 

ини 0 мы иль в (68) 


Если сотника неподвижна, то уравнение ея не заключаетъ времени авнымъ обра- 
зомъ: 


а Е А. (62, а) 


и скорости точекъ жедкоети, находящихся по такой стфнкЪ, должны удовлетворять, 


равенству: 
у 
9 


. (63, а). 


5Ооторое можно написать и въ такомъ видЪ: 


Ъ, 0$ (№,ъ,) =0.... 


О РЕ 


Таковы условя, которымъ должны удовлетворять скорости точекь жидкости на 


Нз свободной поверхноети скоробти точекъ.жидкостя должны удовлетворять ра- 
подобнаго же рода, какъ сейчась увидимъ; развица здфеь будеть только въ 

что уравнене свободной поверхности не задано, между тЬмь какъ уравнене 

дано: 

Пусть: 

ИФ... он - - (64) 


(неизвестное намь до окончательнаго уёшеня вопроса) уравневе свободной по- 
ости, на в6ф точки которой дЪйствуеть вншнее давлен!е данной величины. 
Такъ кавъ предполагается, что движущаяся жидкость нигдЪ не получаеть раз- 
‚ то в6ф тВ точки жидкости, которыя были на свободной поверхности въ жоменть 
зетуть сойти съ нел только непрерывнымь образомъ, по касательной къ поверхно- 
а поэтому скорости м,, ©,, ю, точекъ поверхности должны удовлетворять слфдую- 
равенству: 


9Е 9Е Е 9Е [ 
БИ, у, дз, Е0...-.-.:-+.-.. -(65) 


Тамь, гдЪ жидкость простирается въ безконечноеть, должны быть даны скороети 
нечно-удаленныхь точекъ. 

Когда жидкость упруга, тогда дифференшальныя уравнешя (61) заключають не 
ре, но пять функцИ: %, и, ш, р, с оть четырехъ перемфиныхь: &, 2, у, 2. Для 
ен1я этихъ функщй придется присоединить въ уравненямь (61) уравнене не- 
ности (58) и зависимость (23) 8 13-го между плотностью © и давлешемь р. 
вн, которымъ должны удовлетворять скорости точекъь на поверхноети жидкости, 
ы же, какъ и для жидкости несжимаемой. 

До настоящаго времени ве удалось еще рышить или проинтегрировать дифферен- 
я уравнешя (60) и (61) или (61), (58), (23) въ саможь общемь ихъ видЪ; р- 
получено до сихъ поръ только для ограниченнаго числа частныхь случаевь и 
очъ самыхь простёйшихъ. 

Приведенная. здесь форма дифференщальныхь уравнений (61) гидродинамики дана’ 
ть; есть еще другая форма такихъ уравнен, данная Лагранжемъ, принаровлен- 
въ опредёленю 2, у, 2, с ир въ функшяхь оть и оть начальныхь координат 
Б, с. 


$20. Движешя несжимаемой жидкости, пре которыхъ скорости имбють, 


Зъ настоящень параграфЬ мы будемъ преднолагать, что жидкость несжимаема и 
знЪшия объемныя силы имють потеншельъ, т. е., что: 


— ди 9 о 9и 
=, ПР ЗЕ! 


О есть функщя отЪ 2, 9, 2. 


Въ настоящемь параграф мы несколько остановимся на такихь случаяхь дви- 
пя несжимаемой жидкости, при которыхь скорости и, ©, №’ для всей движущейся 


о 


жидкости суть частныя производныя по 2, у, 2 оть нЪкоторой фуньщи ф оть э 
перемфнныхь, которая можеть заключать, кромё нихъ, еще и время #. 
И такъ, пусть во всей жидкоети и во все время движеня: 


причемь функшя ф оть 2, у; 2иё не измёняеть. своего вида во все время движении. 

Такая функщя Ф называется потенийаломь скоростей или потенщально, 
Ффункийею скоростей. 

Такь какъ при движени несжимаемой жидкости должно быть удовлетворено 
внен!е несжимаемости (60), то не всякая функщя отъ 2, у, 2 и можеть быть поте 
щальною фуньщею скоростей, но только такая, которая удовлетворяет дифференщаль: 
ному уравнению съ частвыми производными 2-го порадка: й 


20 о 00 ‚ 
ав 0...... с . (66) 


въ которое обращается уравнене (60) при подетановхени въ него вмфото %, ©, № — 
частныхь производныхъ (65). и 
Кром того эта фунещя на стьнкахъ, должна удовлетворять Е Вида Е 


4 2) С ы = (®)=о И. ... (67) 


а“ (вы), 


и наконець, она должна удовлетворять начальнымь обетоятельствамь движения. 
Дифференщальных уравнены (61), по подетановлени въ нихь вуфото м, ©, 
чаетныхь производныхь (65), получать нижесаЪдующий видъ; первое: ь 


09, 0900 00 00’ 05% 90 14 
2х + ддЁ 0х + Орбу, № бло 0 = 02 00’ 


или, что то же самое: 


КА 


или же: 


1-е 


второе же и третье получатъ видъ: 


а 


Эти уравнешя (68) выражаютъ, что { не зависить ни оть х, ни оть у, ни отъ 2. 
1, стало быть, можеть ‘быть функщею только одного #; слдовательно: 


=0+40—8-3((8)-- =) 


Ели: з 
‚ а ..... (69) 
тд . 
= (6%) (=) а (10) 
Ф—Ф0О.......... ии 4) 


„Функцию Ф можно разематривать тоже какъ потенщальную ‚функцию тЬхь же \ 
скоростей, такъ какъ выражешя (65) и дифференщальныя уравненя (66) и (67) ви- 
<колько ив изыфняются оть присоединеня къ ф какой угодно фунвщи оть &, 


Если Роесть величина давленя на свободной поверхности, то уравнеше этой 
поверхности будеть: 


9Ф __ 1/[0Ф\з  (0Ф\з (0Ф\8 
еб) = (5) 

Равенство (69) выражаеть довольно проетую зависимость между давленемъ, 
потенщаломь объемныхь силъ и квадратомь скорости въ точкахь несжимаемой жид- 
хости, движущейся такимь образомъ, что скорости инфютъ потенщаль; въ тфхЪ точ- 
захь жидкости, гдВ ("— =) имфетъ одиваковыя величины, сумма (2 5) .6- 
деть тоже имфть одинаковыя величины и въ той изъ этихъ точекъ, въ а еко- 
ость болфе чфиъ въ прочихъ,‘давлеше будётъ менфе. 

По отношению къ распредфлению одновременныхь скоростей точекъ движущейся 
кидкоети потенщальная функщя скорбстей имфеть ту же самую роль, какую иметь 
потенщальная функщя какой либо силы по отношению къ распредфлению величинь и 
заправлен!й силы въ пространств. Одновременныя скорости вофхъ точекъ жидкости 


заправлены по нормалямь къ поверхноетямъ уровня потенщальной функщи Ф и равны 
зааченямь дифференщальнаго параметра 


Е У (=) (5) (=) 
этой функщи въ соотвЪтетвенной точек. 


ели # не входить вовсе въ фунцю Ф, то поверхности уровня не измфняють 
ви своего вида, ни положения въ пространств, а потому тогда направлешя и величины 
скоростей въ каждой точкЪ пространства не измвняются. 


5 21 . Установившееся движен!е, Теорема Д. Бернулаи, 

Если во вебхь точкахъ пространства, занятаго какою либо жидкостью, величины 
= ваправлешя скоростей, а также величины давлеви и плотностей остаются неизивн- 
выии во вер время движеня, т. е. если слёдующия частных производных: 


9 ОБ: 92- 205 
00? 0’ 0’ 6? 


повсюду равны нулю, то движен!е жидкости называется установившимся; при та! 
движени м, о, №, р, с суть функщи оть 2, У, 2, не заключающия явнымъ образо 
времени #. 
Очевидно, что при такомь движени всф т точки жидкости, которыя послвд 
вательно проходять черезь одну и ту же точку пространетва, движутся другъ за др! 
Томь по одной и той же траэктори; каждую такую траэкторю мы будемь дазыва’ 
лищею тока. | 
Обратимь вниманте на которую угодно изъ лин тока, означимъ черезь $ дли 
дуги, считаемой отъ какой либо точки этой кривой, вдоль по ней, въ сторону движ 
ши по ней точекъ жидкости и предположимь, что координаты точекъ этой траэктори 
выражены функщями длины 8; тогда м, о, № въ различныхь точкахь траэктори м 
туть быть выражены такъ: 


Приинимъ дифференщальныя уравненя (61) къ точкамь жидкости, описываю: 
щимъ избранную нами линию тока; для этого, замфнивъ въ нихъ и, 0,  выраженя 
(72), найдемъ, что первое изъ этихъ уравненй получить слфдуюций видъ: 


42\ /_ ах ах 
2), (2 НЕ 2) а р 
у —-н м-н ) = 
9 @ ду @ 9= @ 0% 90 


или, такъ кавъ и, ©, @ суть функщи оть 2, у, 2, & послфднйя, для одной и той 
линш тока, суть функщи отъ $, то это уравнене можно предетавить такъ: 


а[ь9= 
74а) 00 14 
°—% 0 60} 


по тьмъ же самымъ причинамь остальныя два дифференщальныя уравнешя, примнее 
НЫЯ БЪ ТОЙ же точЕЪ, можно представить такъ: з 


® 
«(> аи 14, 


жит о 


а: 
4, а) и 1 р 
шо 


Помноживъ эти уравненя соотвЪтетвенно на а, г 4 и -- 45 и сложивъ, 
лучижь слдующее дифференщальное равенство: 


а(#)=40—4.......:....::..@ 


В ВВ 
'Иятегрируя это уравневе, мы найдемъ, что на разсматриваемой лини тока вы- 


ъ: 
3 9+ 
постоянную величину, гдЪ 


и... ИОВ 


То, что получено для одной изъ лин тока, въ равной степени относится и ко 
линш тока установившагося движеня, съ тою лишь разницею, что величины 
нныхь могуть быть различны на разныхь лишяхь тока; если жидкость есть 
слВдующй закону Маруотта, то 


П= г 05 р; 
же жидкость несжимаемая однородной плотности, то 
п 
в 
Слфдовательно, ири установившемся движени несжимаемой жидкости, на 


ой линги тока существуетз зависимость между давлещемь, потеншалом 
и скоростью, выражаемая равенством: 


в=в (6+ 0— 


постоянная С’ можеть имтть различныя значеня для разныхе линшй тока; 
если всъ лини тока суть незамкнутыя кривыя, простирающеяся в безконеч- 
по, и если на безконечности скорости и давлешя, а также и значеня то- 
дала О равны одной и той же конечной величин по всъмз направлешяме, 
С должно быть одно и то же на встъть лишяхь тока. 

Въ частности, для установившагося движешя несжимаемой жидкости подъ вля- 
силы тяжести, когда потенщальная функщя, объемныхь силъ такова: 


П= да, 


ось  направимь оертикально внизз), получимъ слфдующую зависимость между р, 
® у на каждой лиши тока 


ть 


в=е (0+и—®),.....:..... 


С воть постоянная величина на одной и той же лини” тока, но значешя С’, евой- 
иныя разнымь линямъ тока, могутъ быть различны. 
Эта зависимость, выражаемал обыкновенно подъ видомъ: 


ЕН. ,.....:...2:::1..6:8), 


АФН К ЛЕ 
в 


ЕН ОБЪ УПРУГИХЪ ДЕФОРМАЦТЯХЪ ТВЕР- 
ДЫХЪ ТЬЛЬ, 


Прежде, чЪмЪъ начать изложен!е ученая объ упругихъ деформащяхь, или такъ 
вмой теорзи упругости твердыхь тёль, слФдуеть ознакомиться съ н®которыми 
зами такъ называемыхь однородныхь деформащей и разсмотрёть зависимость 
вапряжен!ями, дЪИствующими на площадки, проведенныя черезъ одну и ту же 
тЪла; это и составляеть содержаше двух послВдующихъ главъ: ТУ-Й п У-й. 


ТУ. 


0бъ однородныхъ деформацихъ сплошнаго тфла. 


$22. Однородныя деформация, 
Предетавимь себ сплошное тло, движущееся и деформирующееся такимъ обра- 
что, №, К ($ 17-1, формулы (47)) суть линейныя функщи отъ а, В, с: 


= (+ а/, (0 = И, 0 ый 
у= Е, (нау, (0 5, @-н {©}, 
2 = Е, (9) = аи (0 = В, (9+ с[3 


а, Б, соуть начальный координаты (въ моментъ & = 0) любой точки М тфла, а 
$. 2 — координаты той же точки въ момент &; легко ‘видфть, что такая деформа- 
жифегь слдующуя свойства: 

1) Вев ть точки тфла, которыя въ момент { = 0 находились въ какой либо 
ли: 


Аа-- В ++ =0............. ‚ (79) 


Зе оае 


будуть и въ моменть 2 находиться въ одной плоскости, уравнене которой получит 
по исключенти а, 6, с изъ равенствъ (78) и (79); уравнеше это — слЪдующее: 


2 — Е. [а без В 
У— Е, Г, Бы 
2— Е, [и [ы Ёз 

— р, А’В, 0 


Сльдовательно, при такой деформащи, каждая плоскость, проведенная въ 1%. 
остается плоскостью, хотя и измфняетъ свое положеше въ пространств. 

2) Кавя либо двЪ параллельных одна другой плоскости, проведенныя въ началь. 
ный моментъ въ тЪалВ и выражаемыя уравнензями: 


дв +@+р=0| Я 
Е 0 
Аа ВБ + 6-2, =0 | 


обращаются въ плоскости, параллельныя между собою. 

ДвЪ параллельных одна другой плоскости, проведенныя въ тлф въ какой ли 
моменть времени, будуть параллельны между собою и во всЪ друге моменты. з 

3) Всякая прямая лил, проведенная въ т5л% въ какой либо моменть времен 
будеть прамою и во вс друге моменты. 

4) ДвЪ параллельных одна другой прямыя лиши, проведенныя въ т%л% въ как 
либо моментъ времени, будуть параллельными между собою прямыми и во вов друге м 
женты. : 
5) Проведемь въ момевть # == 0 въ тЪаЪ дв параллельныя одна другой п 
мыл, па одной изъ нихь возьмемь дв точки №: и М, и на другой — дв то 
Ми М»; пусть п есть отношене величины разстоямя ММ, къ величия ра 
столя М» М. То же самое отвошеше вифет® съ параллельностью длинъ 21, М». 
М, М, сохранится и во веф моменты времени; въ самом дфа%, вел®детв!е выбора | 
чальныхь положенй точекъ: 


а = (4—0), 6 — Би (6—6); в п= я (&—6,};...(8 


изъ равенотвъ же (78), премфненныхь къ точкамь М,, М,, М, и М,, вайдень 9х. 


та (в в) ч.6) И; (4 — <) йь 
Я а. (а, в.) бизн (6, — В) В, (©, — 6) Г» 


а потому, въ силу соотношений (81), найденъ: 


1— пп (пт), у ут (у), АП (2), 


о т 
› что длина ЛГ. М, параллельна длинф М, М; и въ п разъ болфе 


Разеуждая далфе, дойдемъ до тавого заключеншя, что веявя дв взаинно по- 
подобно расположенных фигуры, начерченныя въ 1616 въ какой либо мо- 
я, при разематриваемой нами деформаци тфла, свой видъ, разивры и по- 
проетранств®, будуть все таки сохранять свое взапиное подоб1е по виду и 
ь причемь центром подобля будеть все время служить та самая точка. тфла, 
была имъ и въ началф. 

Представимъ себ неизифняемую среду, движущуюся поступательно виств съ 
либо изъ точекъ деформирующагося тёла; пусть это будетъ точка Ю. Прове- 
зъ эту точку координатныя оби, параллельных неподвижнымь осямь и озна- 
зъ х, у, 2, а, Ь, с слЪдующя разности: 


2, У=У— У, й=2—2„, @—а— а, 6—6 -— 6, с=е— 6, 
юсительныя координаты точекь твла по отношенцю къ проведеннымь черезъ 
И) осямъ. 

"Относительное движене тёла по отношеню. къ этой средф можеть быть выражено 
елфдующими формулами: 


у=а, 9-5, О -нс/.. (0) 


х= ай, (9 И, (но, ° 
) 


и = ар (0) (0 -47,, 


Эти формулы будуть имфть одинъ и тоть же видъ, независимо оть выбора точки 
зЕачить, если вокругъ двухъ различныхь точекъ тьла выдфлить одинаковые по 
разифрамь и` положению объемы вещества, то деформащи этихъ двухъ объеновъ 
вполнф тождественны и выразятся однфми и тЪми же формулами (32). 

По вебиъ этимъ причинамь разсматриваемыя нами деформащи вещества называ- 
однородными деформаиями (вошосепеоиз зат). 


$23, Эалинеонды деформации и поверхность удлинненй. Кубическое 
ен{е единицы объема вещества. 

При дальнфИщемь изетЬдоваюи свойствъ однородныхь деформащй, мы будемь 
триваль измфнен!е въ относительномъ распредфленш вещества тБла вокругь ка- 
либо точки Ю, прячемь будемъ сравнивать распредфлеше вещества въ моменть & 
Фаспредвлешемь въ моменть { = 0. 

1) Возьжемъ формулы (52) и замбнимъ въ нихъ знаки х, у, 2— знаками 2, у, 2; 
эти формулы (82) выразять такую однородную деформацию, при которой начало 
здинатъ остаетея неподвижнымъ. 

Прежде всего отдадимь себ отчетъ въ томъ, какое значене изВютъ коэфищенты 
зыхъ координать а, 6, с во вторыхъ частяхь формуть (82). 

Возьиемъ три точки тфла: 11, — начальныя координаты которой суть: а, = 1, 
0, = 0, М, — начальныя координаты которой: а=—0, 6,=1, с,—0, и М,— 


5 


ЗЕЕ. 


начальныя координаты которой: а,= 0, 6,=0, с,.—=1; эти три точки, стало быть 
находятся въ моментъ {= 0Овь `разетояни равномъ единиць длины оть начала 5оор 
динать О, первая — на оси Х-овъ, вторая — ва оси У-овъ, третья — на оси -0в 

Изъ формуль (82) слЪлуетъ, что въ моменть & координаты этихъ точек будут 


м! м м! 
#=1. (0),  а,=[,@, — = Е 
У=р 0,  У=0,  и=№Ь® х 


а=: 0, &=[,®, =. 


Поэтому формулы (82) можно представить такъ: 


х=а-ар 1, 
У=уа-н ув ну: {лень (82, 


2 =2а 2 + 2:0 


Обратимь внимаве на ту часть вещества тЪла, которая въ моменть # = 0 зал 
няеть собою кубъ, четыре вершины котораго суть точки О, М,, 2,, М, (черт. 13- 
на лист 1-мъ). Такъ какъ при однородной дефорхаши всЪ прямыя лини и плоское 
остаются прямыми и плоскими, а параллельных пряныя и плоскости сохраняють св 
параллельность, то въ моменть { содержимое этого куба будеть заполнять собою п 
раллелопипедь, четыре вершины котораго будуть О, М, М,, М, (черт. 14-1); к 
фищенты /, (9), Ё, (0-.-..Ё»з(®) суть координаты этихъ точекъ 2’, Му, Му. 

Длины реберъ этого параллелопипеда равны А 


ОМ = = Учну а: 
ОМ/— = Узун ай 


ОМ,=14= Уз у 2: 
‚ в косинуеы угловъ между ребрами его выражаются величинами слфдующихь отношен 


_ 08 (МОМ) = ру, аз (МУОМ,) = т, из (МОМ, = 1... (83, 


числители которыхъ Н,, Н,, Н, суть слёдующе тричлены: 
Н‚= уж, у. 2.23 | 
Н,—= 2х, Уз У, 2:2, | АЕ. 


Н= т, уу, 212, 


2) Проведемъ изъ начала координать О какую либо длину ОМ =. Велёдетые 
родности дефорнацш, вс ть точки вещества, которыя въ моменть #==0 нахо- 
на прямой ОМ, будуть въ моменть # находиться на одной прямой ОМ” съ но- 
положенежь точки 2; означимь длину ОМ” черезъ 2”. 

Величина отношеня: 


вается динейныме удлинненшеме единицы длины по протяженю ОМ. 

Если одновременно съ ОМ проведемъ изъ какой либо точки 2, длину М, М, = 
‚ллельную О.М, то, на основанш сказаннаго въ 5-мьъ пункт предыдущаго пара- 
трафа, длина М, М/= будетъ параллельна 7’ и притомъ отношен!е (7:5’) будеть 
Фазно отношентю (1:7); отеюда слфдуетъ, что 


значить, что въ однородной деформащи длины параллельныя между собою полу- 
ъ одинаковыя удлинненя на единицу длины. 

Изь (85) сльдуеть, что "== и(1 не) или ("= (1-не), а такъ какъ 
=" о, ("= А+ у 2, то на основаши формуль (82 6:5), (83) и (84) 
этучижь слдующее равенство: 


(во) (1-е = [а Г 2--2Н, 6-2 Н, са-+-2Н,06,. (86) 
въ котораго ножемь опредфлить величину е. 


Между прочимъ можемь замфтить, что величины удлинненй е,, 6., ез единиць 
ктинъ лин, параллельныхь осямъ координать выразатся такъ: 


а а: .(87) 


Для тёхъ длин, которыя при деформащи укорочиваютсл, величины е будуть 
ть значеня отрицательныя, 

3) Выдьлимь мысленно какую либо часть тфла; пусть ”У и У’ суть величины 
мОвЪ Этой Части въ моменты # = 0 и 2. Величина отношеня: 


"У 
0—7 


‘зазывается кубическимг расширешщемг единицы объема взятой части тфла. 
Объемъ куба, изображеннаго на чертеж 13-мь, равенъ единиц, объемь же па- 
Заллелопипеда, изображеннаго на чертежв 14-мъ, выразится опредфлителемь: 


2, 2, 25 


И о и (89) 


2, 2, 23 


о 


9в=р—1.:..... ем у 


ЗВелфдетве однородности деформащи, кубическое расширен1е единицы объема оди- 
наково во вобхъ частяхь тбла, 
Если 0 будетъ отрицательнымь, то это покажеть, что вещество претерибваеть — 


кубическое сжал. + 
4) Уравнемя (82 625) рьшижь относительно а, 6, с, получииъ: 
а=аз-а, у+-а.2 
о—В УЕ ЕО, -..,.:. ее 
= с, ус: 
входящие здфеь коэфищенты @,, 6,....с, выражаются слдующимь образомь въ ко-_ 
эфищентахь 2, У,,.... 25: 
а.) — (у: 24— 2.9); а.) = (2.5 — 2,24); Г) = (2, 4— Уз); 
ВО = (ид— ву); 0 = (аи— 2); 60 = (в у.— 2); 
© = (у, е.— 2 9,); < = (ата 2.); сз = (2 у,— 9,2). 
Изъ равенетвъ (91) видно, что а,, В,, с, суть проэкцё на оси координать такой 
длины 1,, которая въ моменть # совиадеть съ осью Х-овъ и будеть тогда имфть длину 
равную единицв; подобнымь же образомъ: а,, 6,, с,, @з, б:, с, суть проэкщи длинъ 
1,, 5, которыя въ моменть # едфлаются равными единиц и совпадуть съ осями У-овъ 


и 2-овъ. Косинусы угловъ, составляемыхь между собою направлевями длинъ (,, 6., в. 
(конечно, въ моментъ $ = 0), выразятся величинами слфдующихъ отношенй: 


608 и =Еь, 603 = 1» 608 бт, ЕЯ о 
гдф чиелители суть слфдуюпие тричлены: 


= а, а; 5,6, с,с, 
1. = ава, 6:6, с;с:, 


=а, а, 6, 6,-+ с,с,. 


Равенство: (= (1 + е)? можно теперь, на основани формуль (91), пред: 


`ставить въ слдующемъ видь: 


ануч-А но} аа -- 21, уг--21, ее) . (94). 


ЕЯ 


5) Если въ номенть & = 0 опишемь изъ центра 0 сферу радтуса равнаго еди- 
‚ то веЪ тв точки вещества, которыя въ моменть # = 0 были на поверхности ел, 
ь ВЪ Момент # на поверхности эллипсонда, выражавмаго стбдующимь уравнешемъ: 


ан Рун 12 2- 21, уе = 21, 2х = ЭТ ау. Ол (95) 


6) Съ другой стороны можно провести такой эллипсондь, инфющиЙ центрь в ъна- — 
В О координать, что вов точки вещества, находивийяся въ моменть { = 0 на по- 
ности этого эллипеонда, будуть въ момент # находиться на поверхности сферы 
Туск равнаго единиць: ^’= 1; уравнен{е этого эалиисонда — слфдующее:, 
Тата ГВ Тс 2Н, бе -н 2Н,са-к ЗН, =1......(96) 

Оба эти эллипеоида называютел эллиясоидами деформащи; но, има ввиду раз- 
иатривать только второй эллипсоидь, я буду впредь только его подразумвать подъ, 
немъ эллипсоида деформащи. 

7) Проведемь въ тбль въ моменть #==0 какую либо длину ОМ=; пусть 
ОМ’ —= " есть величина и направлено этой длины въ моментъ $. Возьмемь проэвщи 
НЫ т” на первоначальное направлен!е т и составиуъ отношение: 


ана 


7’ соз (м, т) —х РИ с03 (9, п) — #2 
а... . (97) 
Произведене и’ соз (›*, г), равное (20. -=- уб -н- 26), можно стало быть выразить, 

подь видом 7? (1 -= 5), или же, на основаши формул (92 628) подъ видомъ ше- 

гпичлена: 


а ай у. ус (узы 2) 06 + (&-- 2.) ва-н (2; у,) аб. 


Если предотавимь себЪ, что по веиъ направлензямъ, проведеннымь изъ точки О, 
бтдуть отложены радлусы векторы ”, обратно пропорщональные корнямь квадратнымь 
въ соотвфтотвенныхь каждому направлению величин =, то геометрическое жБето т0- 
съ, находящихся ва концахъ этихъ радлусовъ векторовъ, будеть поверхность втораго 
радка, выражаемая уравненемь: 7*= — К, т. в.: 


(х— Па Пн (а—Пе- 


+ (уз-- &)бе-н (в. 2) са -+ (т,+у)6=К;......... (98) 


эта поверхноеть называется поверхностью удлинненай. 
Величины =, соотвЪтетвующия каждому радлусу вектору этой поверхности, обратно 
пропорщюонально квадратамъ этихъ радлусовъ векторовъ. 


$ 24. Главныя оси деформани. Разложене однородной деформации на, 
чистую деформацио и на вращеше, 

Въ дефориирующенся однороднымь образомь тфлв можно найти тавля направле- 
в и тая плоскости, которыя будуть взаимно-перпендикулярны, какъ въ момент 
{= 0, такъ и въ моментъ #. 


: Для опредфленя такихъ, направленуй и плоскостей бей искать въ. ътьть такое. 
натравлен!е Р, проведенное черезъ начало координать О’ и такую, проведенную черезь : 
О плоскость П, которыя были бы взаимно-перпендикулярны въ оба момента времени. 

Л Пусть», 2, », суть косинусы угловъ, составляемыхь этимъ иаправлешемь Р. 
‚ 6Ъ осями координать въ моментъ # = 0; ал,, Ау, А.—косивусы угловъ, составлие- — 
мыхь тЪмъ же рядомъ точекъ тЪла съ осями въ моменть {; если на первоначальном 
направлени Р отложимъ отъ О длину равную единиць, то начальныя координаты конца 
этой длины будутъ: а=),, В =), = ».. Означимь черезъ Ё линейное удлинне- › 
не этой длины; такъ какъ австоа конца. ея оть О въ моменть # будетъ (1 Е), 

то координаты этой точки тогда будуть: 2 = (1-5 В)^,, у=(1 + В)А,, 
2=(1-Е)Л,; примфняя сюда формулы (82 6:8), получимь слдующия соотношения 
между кооннусами угловъ составляемыхь ©ь осями координать направленями: началь-_ 
нымь ОРи измёненнымь вслдетые деформащи — ОР: 


А, (1 —=В=а^,+4,), + ^, 3 
ААВ, У, №. Г... .. (99, а) з 
и | | 


Проведемь, въ моменть #, плоскость черезь начало координать О, перпендиеу- 
лярную къ направленю Р’; уравнене этой плоскости 1” будет: 


А, Х+А,У-+А, 2 =0, 


тд Х, У, 2 суть координаты тёхъ точекъ тла, которыя въ моменть #, заключаются 
въ этой плоскости; пусть А, В, С’ суть начальныя координаты тьхъ же точек. 

Выразивъ, въ послЪднемь уравнени, косинуеы Л, ‚Ау, А, въ косинусахъ Х,, 
%, ^, по формуламъ (99) и координаты Х, У, 2 въ координалахь А, В, С шо фо. 
лань (82 688), получимь слфдующее уравнен!е: 


(ТА, Ну >,--Н»),) А--(Н,»„--Т ^,--Н».) В-(Но,.--Н,),-+Т.?),) 0—0. 
’ той плоскости 1, въ которой въ моментъ & = 0 находились всЪ точки тфла, раеполо- 

живияся въ моменть & по плоскости П’. Плоскость же П должна быть перпендику-. 

лярна къ направленю ОР, поэтому коэфишенты координать 4, В, С должны быть, 

пропорщональны косинусамъ, ^,› >, ‚ №.; означивъ коэфишенть пропорщтональноети чв- 

резь Ф, получимь три слбдующя Уравнения, которымь должны удовлетворать эти ко 

синусы: 

1», Н, ^у-+ Н, ^,= А.Ф 


НА, ГРАН, ФИ... .. (100) 
Н, *,+Н, >, ТА. =). 


Е ЕЬ к 


того, воспнусы эти связаны между собою еще четвертымъ равенствомъ: 


` 


Если помножимь первое изъ равенствъ (100) на ^.„, второе — на Ху, третье — 
., сложимъ и примемъ въ разочетъ равенство (101), то получимь: 


ТР Бра РАЗ ЭН, + ЭНА, „+ Н.Л, = 9. 


Изъ равенства же (86) сльдуетъ, что первая часть этого равенства равна 
== = ^)(1-- Е}, стало быть ф = (1 Е}. 

Уравнешя (100) суть т№ самыя, которыя приходится рёшать при опредфлени 
ХЪ 06еЙ эллипсоида, выражаемаго уравнешемъ (96), т.е. эллипеоида деформации. 
Исключивь изъ этихъ уравненй косинусы Х., »,, ^,, получимь уравнение третьей 
ни относительно $: 


14— Ф, Ну. Н, 
В, 1—Ф,Н, |=0..... ее жььь . (103) 
Н,, Н,, 1—Ф 


Евли найдемь три корня ф,, Ф., Ф, этого уравнешя, то изъ уравнений (100) п 
'01) найдемъ затВиъ три совокупности значений ^„, ^,, ^., опредфляющихь началь- 
положешя трехъ направлений, соотвЪтетвующихь этимъ корням. 

Пусть корню ф, соотвётетвують косинусы ^,, ^,, ^,, а корню ф,— косинуеы 
-.’ №,» .; Подетавивъ въ равенство (100) визсто ф — значеше ф„, вмфото ^,, >, 
— величины р, ру, ,, Помноживъ затфиъ первое—^,, второе— на Х,, третье — 
>, и сложивъ, получимъ слфдующее ‘равенство: 


(+= Ну, + НУ) в,-= (НА, А, НУ) в, 
== (В, Н,,-н 12, в, Ф.А, уу, ,); 


основани же равенетвъ (100), примбненныхь къ значеню ф,, первая часть соста- 
ннаго сейчась равенства есть ни что иное, какъ ф, (А;ф.„-= У №, р.), & потому: 
(Ф— Ф) в, ^, в.) =0 кое ..... (4103) 


Основываяеь на этомъ равенствВ можно доказать, что всё три корня уравнешя 
102) дЪйствительны; въ самом дЪлЪ, предположимъ, что это уравнене ихЪетъ только 
элинъ дЪИствительный корень ф,, два же проче суть мнимые сопряженные: ф=о-н%й 
Е Ф,=0о-+»й, вЪ тавомъ случав и косинусы ^„, №, ^,, р, Х., в. окажутся (изъ 
100) мнимыми и попарно сопряженными, т. е.: 


А-В ^, 


р — В, ву @ В в. 0 — В, 


2.-- В.В №, = аа Вы 


9 (ан ВР ал ВН ар-н Вл) + 0; 


это требуеть, чтобы х было равно нулю, т. е. корни не должны быть мнимыми. 
Корни уравнения (102) не только не могуть быть мнимыми, но даже пе могут 
быть отрицательными; для того, чтобы убфдиться въ этомъ, раземотрямь каковы ко- 


а поэтому равенство (103) получить такой видъ: 


‚  офищенты у различныхь степеней х въ этомъ уравнени: 


ВАНН, 

и За 12, Н, 
| Нь, 1%, Н,|—9 
ВАН 
15. Н,, 15° 


. == 9 (142 ШТ) — = 0. 


‚ 

Первый членъ первой части есть ни что иное, какъ квадрать опредЪлителя 72 (89) 
каждый изъ опредфлителей втораго порядка, входящихь въ составъ коэфищента, пер 
вой степени ф, равенъ сумм трехъ квадратовъ, напримфръ: 


ен а +05; 


— 


поэтому уравнеше (102) можно представить такъ; 


Панно -- р + 1—9 0.. (109, 


Теперь уже прямо видно, что ни при какомъ отрицательномь Ф первая част 


этого уравнения не можеть обратитьея въ пуль. 


И тавъ всф три корня уравнения (102) положительные; изъ равенства (103) 
дуеть, что если корни не равпы между собою, то соотвтственныя имъ направлен 
взаимно-перпендикулярны. Пусть ф, есть ванбольший изъ трехъ корней, а $; — на 
меньшй. Удлинненя Ё,, Е,, Е, соотвфлствующия этимъ корнямъ называются ла 
ными удлинненями, а соотвфтствующия корнамъ направлена, по которымь пронсх 
дать эти удлинненя, называются лавными осями деформащи. Главныя оси дефо 
мащи мы будемъ обозначать знаками =, \", И, притомъ ваправленя этихь 08й въ 
менть #=0 будемь обозначать тавъ =,, \ 
# —такь =, \,, 7,; косннувы угловь между этими направлешями и неподвижны 


о 


ослми будемъ обозначать слфдующими знаками; 


> 


5 


$ 
2. 


Хх 
^ 


г 


в: 


°. 


А 
>. 


в. 


У, 


7, Н, 
ке 
Н,, 1^* | 


= (0,5 — дв (2.255— 2:24) (в, ,— У») = 


7., въ направленя ихЪ въ момен 


7, В 
ИЗ 
Нь 1] 


Коеинусы угловъ, составляемыхь осями деформащи въ моменть # съ неподвиж- 
осями, выразятся въ косинусахь первоначальныхь положений по формуламъ (99, а) 
по елфдующимъ: 


М, (1 Е) = р,-н1, Ру 25. 

м, 1-Е) =ув,-+ рун Ув, че. (99,5) 

М. (1 Е) = ар, р, + 231. 

м, (1-н Е.) = у, + 2.9, + 4%, 

№ ее Ян, ри (99, с) 
а В=ам, Ау -На у; 

Изь этихъ равенствъ можно получить выражения для коэфищентовь 21, у.,-... 


функщяхь, отъ главныхъ линейныхъ удаинненй и восемнадцати косинусовъ, вхо- 
ъ въ равенетво (99). 


с) на у, и сложив, мы найдем, что во второй части множитель у 2, будеть ра- 
Нину,” т. е. единиць, множители же ух, и 2, будуть равны нулю; та- 
образомь получимь первое изъ нижеприведенныхь равенствь, и подобнымь же 
омъ составимь и остальныя восемь выражений; а именно: 


2 =(1-н Е) „А, (1 В), М, (1 В)», №, => 

и (1-5 В), А, (Е Вр, м, + (1-Е), м, . (104, о) 
2. = (1 В) „А. (1 -- В), М, (1 В)», М, с 

= (1 -= 8) >, А, (1 -- Е) и, м,-= 1 -- В), М, :| 

у=( 2)”, А ыы —-В в, м, (1-56), М, . (104,5) 
&=(1 +8)», А, (1-- В), М, (1 + В), м. нь 
= Е.А, ЕЬ,М, == (1- 8), №, .| 

=(1 8)», А-а - Вр. м, (1 -= 2) у, №, - (104, с) 

=(1 В) ^.А;-+ ( о в 2 


Такая однородная деформащя, при которой направлене главныхь осей въ про- 
неизмвняется, называется чисиюю однородною деформашею. 

Изъ вышеприведенныхь формуль (104) видно, что при чистой деформащи должны 

равны между собою слфдующуе коэфищенты: у,==2., 2==4.,, 7.==,, велфдетме 

зто направленя главныхъ’ осей остаются неизивнными въ проетранотв®. 


Понноживъ первое изъ (99, а) на .,, первое изъ (99,5) на р, и первое изъ’ 


ели, крон того, главныя оси чистой деформащи совпадають съ неподвижными * 


заординать, то тотда изъ девяти коэфишентовъ деформащи только три не бу- 


ое: ее 


дуть равны вулю, а именно: 2,==(1-= В;), у=(1-н= В), &= (1 8.) ие 
деформащя выразится тавъ: 


у 2=(1-- В/)а, у=(1-- ВВ, г=(1- Ес... 


Возвращаясь опять къ какой бы то ни было однородной деформащи, озна’ 


черезъ ъ у < отноентельныя координаты какой либо точки твла по отношению 
обямь =, Т,, Е, (ВЪ моментъ 1), а через а, 8, { — относительныя координаты 1 
же точки тЪла по отношению къ осямь 2., №, 2, (вЪ моменть # = 0). По изв 


нымь формуламъ преобразованя прамоугольныхь координат: 
ЕЖА, УА,--2А,, в = а), В, -Н0),, 


подетавивъ же вмфето 2, у, 2 вторыя части равенствъ (82 6:8) и принявъ затфиь, 
внимане выражения (104) для коэфищентовъ 2,, У,,....2:, Найдемь, что Е в 
зитея такъ : 

= (1-н Е) (а^,-— в, с\,) =(1-н Е) в; 


тавимь образом окажется, что: 
&=(1-Е)а, = (1 ВВ, $ =(1 + В){;.......(Ё 


это значить, что если представинь себъ неизивняемую среду, неизмённо связанную 
тлавныхи осями =, У, 2, то, по отношению къ этой средЪ, деформирующееся то 
вершаеть чистую деформацию, между тьмъ какъ абеодютное движене отого твла в 
соединен!е этой чистой деформащи съ переноснымь вращешемь вмфст® съ неизи® 
мою средою и осями деформащй вокругъ начала координать 0. 
Изъ выражен! (105) и (106) прямо видно, что чистая деформащя ножетъ 6 
фазематриваема какъ соединене трехъ линейныхь растяженй параллельно глав 
осямъ деформации, ‚ 
Прихврь 1-й. Примбнимь сказанное въ настоящемь параграф къ опредёл 
главныхь осей однородной деформащи, выражающейся сльдующими формулами: | 


&=а, у=а-ь, а=с. 


Эта деформашя состоитъ въ томъ, что воф плоскости, параллельныя плое 
УА, сдвигаются параллельно оси У-овъ на разетояшя, пропорщональныя а, т. е. В 
стояшю ихъ оть плоскости У; при этомъ т плоскости, которыя пересфкають 
жительную ось Х-овъ, сдвигаются въ сторону положительной оси У-овъ, т же, 
торыя нересфкають отрицательную ось Х-овъ, сдвигаются въ сторону отрицате, 
ови У-овъ. Поэтому такая деформашя называется простым сдвизомг парали 
плоскости УЁ по оси У-065. 

Коэфищенть 9, выражаеть величину сдеиза той плоскоети, которая оте! 
отъ плоскости УЙ на единицу длины. Возьмемъ ту точку.тВла, которая въ мо! 


1—0 имбетъ положеше К,; опредфляемое координатами а = 1, = —, с= 


ве 


въ моменть & будеть имть положене К, (черт; 15), опредфляемое координа- 
ВЕ. У— 9, с = 0; величина ( равняется удвоенному тантену угла ф, состав- 
направленямя ОК, и ОК, съ осью Х-овъ; д = 244. 

едфлимъ величины главныхъ удлинненй этой деформащих а также направае- 
хъ овей въ моменты # —= О и &. 

Вубеь = 0, = = 44 = 1, 2,== Аз 2 =4,= 0, зат®иЪь: 


ИТ-НИ, Г Т=1, Н=Н=0, Н,=9; 


ель Г) равенъ единиц, поэтому кубическое расширен!е въ этой деформащи 
вулю. 
Уравнено (102) въ этомъ случаз будетъ слфдующее: 


фонов ф-та - Фета =0 


Такт какъ уголь ф, а слфдовательно также и ($ — $), мене прямаго, то (т — 2) 


45°, а потому УФ, боле единицы и Уф; мене единицы; изъ этого слфдуеть, 
есть величина положительная и выражаеть расширение, а ЕЁ, есть величина отри- 
и выражаеть сжал!е, Величины ихъ суть: 


Е в (5 $) 1, В (7 $ 1. 


Иринфнивъ уравнешя (100) и (101) къ той главной оси У, которая не полу- 
и удлинненя, ни сжалйя, мы найдемъ, что они въ настоящемь случа будуть: 


Уи 0, 9. = 0, ин рич-вл=1, 

сафдуеть: и,=0, и, =0, р,= 551, т. ., что овь’У совиадаеть въ мо- 
#— Ось осью 7-овь. ИЗь выражений (99,6) видно, что то же самое положене 
Эта ось и ВЪ моментъ #. 


Поэтому обЪ друмя главныя оси находятся въ плоскоети х У, такъ что ^., 
»., М. равны нулю. 3 

"Для опредфленза положения оси наибольшаго удлиннеша = въ момент 0, 
статочно будеть взать слбдующее изъ уравнений (100): 


(+1— 9), +9, =0, : 
которое, пост надлежащихь сокращен, можно представить такъ:` 


(Ия =0, 


а отсюда слёдуетъ: $ 
А еб ы 
мые, = (1— 


такъ что ое Е, составляеть съ осью Х-овъ толь (: — ®) а стало быть 
воЙ же самый уголъ составляеть ось наибольшато сжатя 7, съ отрицательною 0 
У-овъ, т. в. ось 2, должна дфлить уголь УОК, пополамь. Еели изъ центра О п] 
вести круг радлувомь равнымь ОХ, (черт. 15-й) и точку 4 соединить въ К», то 
правление АК, будеть параллельно оси 7.,, а направлеше ВК, — параллельно оси. 

По формуламъ (99) найдемь положешя осей =, и, въ моменть #; окажется: 


т. 6. 065 2, дБлить пополамь уголь К.ОУ; направлете ВК, параллельно оби Е, 
паправлене АК, параллельно оси 2.,. 


Сдвигаемыя плоскости, параллельный плоскости УЙ, ве. претерпввають иск 
ня; кромф того, есть еще другая система параллельныхь между собою плоскостей, _ 
которыхь въ моментъ { расположене точекъ тфла тождественно съ твиъ, которое 0} 
въ моменть { = 0; это именно суть тВ плоскости, которыя вначаль были паралле. 
плоскости ХОК,, & въ моментъ # стали параллельными плоскости 2ОК, ; по напра) 
ямь, заключающимся въ этихъ олоскостяхь, вещество не получило ни растяженя, 
сжатия. 

Чистая часть деформаци при проетомъ сдвиг состоить изъ Линейнаго раста: 
ня пооси =, равнаго Е, и изъ линейнаго сжатия по оси 2, равнаго №, то есть 0 
цательно взятому отношению Е, къ (1 Е,); всякая длина параллельная оси =, 
личивается въ отношеши (1 = Е,) къ единиц, всякая же длина. параллельная 06 
уменьшается въ отношени единицы къ (1 = Е). Если овь = будеть неизинно 
правлена по оси У-овъ, а ось 7 по оси Х-овъ, то такал чистая деформаня вырази 
такъ: 


1 2 
А 


2 


у=а + Е)ь= (Ут +) ьож (5—3), 2=0. 


35. Коническ я поверхности равнаго удлинненя. Ненскажающияся 
уравнений (86) и (94) параграфа 23-го слЪдуеть, что направленуя, по ко- 
тдлиннене иметь одинаковую величину е (не большую 2, и не меньшую 2), 
ъны производящимь конической поверхности втораго порядка, видъ которой 
ъномъ состояни тфла выражается уравненемь (86), а при состоли тфла въ 
{ — уравнешемь (94); каждая такая поверхность называется хоническою я0- 
ыю’ равныхе удлинненй. 

_лины радфусовъ векторовъ эллипеонда деформащи, лежащихь на одной и той 
еской поверхности этого рода, равны между. собою. 

Боническая поверхность удлиннен!й равныхь 2, состоить изъ двухъ плоскостей, 
щихся по средней оси эллипсоида деформаши и образующихь круговыя ©%- 
этого эллипеоида. 

Углы между радусами векторами, находящимися въ одной и той же плоскости 
о сВчешя, остаются неизивневныхи при деформации; чтобы убФдиться въ этомъ, 
выражено косинуса угла, составляемаго съ осью ` кавимь либо радусомь 
иг 7” ВЪ моменть #; это выражеше будеть: 


=М + уМу-+ гМ.. 
И, 
въ сюда выфсто 2, у, 2 — выражены (82 68) и вифсто М,, М,, М, — выра- 


99,5), найдемъ, что на основани равенствъ (100), привенихть вЪ оси №, 
ее выражене получить сльдуюцщий видъ: 


арт Бру си; . 
(1, = 


ралусъ векторъ заключается въ плоскоети одного изъ круговыхъ съчеши, тб 
1-н- 2), ‘потому предыдущее выражене обратится въ: 


арх му ср; 
мАч, 
зъ косинусъ угла, составляемаго начальнымь направлешемь съ начальнымь 
Венъ оси т. 

ховалельно всявя фигуры, начерченныя въ плоскоетяхь круговыхь очен 
только распирене №, по вебмъ направлентямъ, не претерпфвая искажения; 
плоскости параллельныя круговымь сфченямъ эллипеоида деформации могуть 
ы неискажающимися плоскостями. 

зистой деформащи, раземотрённой въ конц предыдущаго параграфа, ненека- 
плоскости параллельны направленямъ: 

== (1-Е) = 50 (+=) 


р 


{= 0. въ моменть же # онЪ параллельны направленямъ : 


$26, 0 соединени однородныхъ деформашй. 
Въпараграфь 24-ль было уже упомянуто, что всякую чистую деформацио м 
разематривать, кавъ соединеше трехъ растяженй параллельно главнымь осямь 
деформации. 
ЕромЪ того, веякую чистую деформацию можно еще образовать изъ чистаго 6; 
изъ растяжешя или сжат!я перпендикулярнаго къ плоскости одвига и изъ рави 
наго растяжения или сжат!я по вебмъ направлешяиъ. 
Въ самомъ дЪяЬ, подвергнемъ тВло сначала чистому сдвигу въ плоскости 
такому, чтобы ось Х-овъ была осью наибольшаго растяжешя Е, а ось У-овь 
нанбольшаго сжатия (— Е:1-н Е); результать этой деформащи будеть: 


ь 
&=а(1- Е), у=уер, 2=С. 


ЗатБмъ, подвергнемъ деформированное тЪло растаженю равному В но оби 
новыя координаты (2), (у), (г) выразатея въ координатахь 2, у, 2 такъ: 


(2) =, (и)=у, @=2(1- В). 
Наконець подвергнемь поел этого тЪло равномфрному растяжено 2 по 


направлевямь, посль чего точки тфла будуть имфть координаты ((2)), ((4)), 
выражаемыя въ предыдущихь координатах такъ: 


(2))=@) 4-4), (у)=®) а--4), @)=@ (-4). 


Результать этихъ трехъ деформащи выразится слФдующимь образонь въ 
динатахъ а, 6, с: 
((2))=а 1--Е) (1-4), 


Шь 0+4) 
(9) тв, 


((2)) = (1- В) (1-4). 


Отсюда слвдуетъ, что всякую чистую деформацию съ главными удлиннени 
Е,, Е, ножно разложить на чистый сдвигъ съ удлиннешемь Е по оси Х-овъ, на 
жеше В по оси 2-овъ и на равномфрное удлиннене 2 по везмъ направлен 
Е, Ви А выразатся такъ: 
1-Е, 


1 Е= ЕЕ» 14=У(- 8) (1-- В,), 


Въ этомь случаЪ совершенно безразлично, въ какой послфдовательности: 
эти три деформащи приложены въ тфлу; вообще же говоря результать посл. 
наго приложеня двухъ или ифеколькихь однородныхь деформацЕ! измёняется 


5 порядка приложения деформащй. Такъ, напримфръ, если тЪло будеть подверг- 
сначала растяжентю ® по оси Х-овъ: 


= (1-1), у=5, 2=с, 
затфиъ слфдующей деформащуи: 
(ф=р—у, (у=2 (1-х), (=>, 
`езультать этихъ двухь деформащи будеть такой: 
(@ф=-—В, Ы=е (1-8 1»), = 
растяжене по оби =, равное (& = х -н Ах), сопровождаемое поворотомь осей де- 
аци на прямой уголь слва на право, причемв ось растяжешя (=) сначала совпа- 
съ осью Х-овъ, а подъ конець совпадаеть съ осью У-овъ. 
Если же перемнить порядокъ деформации, приложивъ сначала деформацию: 
= — В, у=а (1-х), ё=с, 
омъ растяжение по оеи Х-овъ: 
(в)—а (1-5, у=у, @=& 
езультать будеть слфдующий: 


(®=—= —6 (1), Е. (=: 


— растяжене по оби =, равное К, и растяжеше по оси”, равное х, сопровождае- 
поворотомъ осей деформащи слЪва на право на прямой уголь, причемь оби =, и 
ивпадали: первая — съ положительною осью У-овъЪ и вторая — съ отрицательною 


Х-овь, 06и же =, и 1, совпадають: первая — съ отрицательною овью Х-овъ, вто- 
— съ отрицательною осью У-овъ, 


Раземотримъ теперь сльдующий прамфрь. 
Примфрь 2-й. 


Сначала произведенъ простой сдвигь величины 9, тотъ самый, который раземо- 
въ примфрь 1-мъ: 
&=а, у=ад-- 5, 2=6; 


произведен едвигь такой же величины, но параллельно плоскости &Х и при- 
по направленю положительной оси Х-овъ: 


(®=я-9, (у=у, (д=2. 
Въ результат получается слёдующая чистая дефориащи: 


@=а 1-9), У=а--ь @=6. 


кА 
в 


Очевидно, что здфеь, какъ и въ примёрь 1-мъ, одинъ изъ корней ф равенъ, 
вицё и соотвЪтетвующая ему главная ось совпадаеть въ осью 2; назовемь дв др 
тлавныя ови — осями 2 и \", а соотвфтетвующие имъ коряи означимь черезъ $, и Ф... 

Здесь . { 


Т= Г-н 39 9, =1-9, Ни (1-=*), О=1 
уравнеше, опредфляющее корни Ф; и ф,: 


1—$(2+49-+9)--9=0, 
самые корни суть: 


Ф=1-- зря у мы + р г 
ана Ук и, 

, : —— м г. 

Ф, (1-е т--®), = ( ЕЕ: ке) 


в=у(*+ут-*), Е, а ( рее *. 


Такъ какъ 


1—в=— в, (Ут--*—*), вы (1%), 


то окажется, что ось = имфеть слфдующее положение: 


$ щен, х) = Ут = (1—3). 


Если же эти два сдвига будуть произведены въ обратномъ порядеЪ, то резу: Г 
татъ ихъ будеть опять чистая деформашя: 


(2) =а- м, = (1-9), @=с. 
Здесь 


ТРЕЯ, 1 + 39-0, Н,= 99 (1 -®), о=ь 
корни и величины Ё) и Е, т% же, но: 


1'—ф=— В 


у-иво- (3) 


т. 6. теперь ось = составляеть уголъ В - | съ осью У-въ. 
Такая деформашя можеть быть названа двойным сдвизомь въ плоскости Х. 


— 73 — 


Двь кав\я либо чистыя деформацщи, приложенныя одна за другою, дають въ ре- 
латф деформацию сопровождаемую вращешемъ. Предоставляемъ читателю убфдиться 
тоиъ, что величины главныхъ удлинненй составной деформащи не зависять отъ 
‚ вЪ какомъ порядкВ были приложены составляющуя чистыя деформащи. 


$ 27. 0бъ однородныхъ ничтожно-мальхъ деформащяхъ, 
Подъ этимъ именемъ подразумфваются тавйя однородныя деформащи, коэфищенты 
орыхъ 2,, 2, У, Уз, 21, 2, Настолько малы, а коэфищенты 2, У,, 2з настолько 
о разнятся отъ единицы, что можно пренебречь квадратами и произведенями этихь 
чинъ сравнительно съ ихъ первыми степенями. 
При такой деформащи яеремиященая эпочекз тъьла ничтожно малы сравни- 
Но 65 первоначальными величинами координате. 
Пусть: 

х=а (1 =) +53, с., 


ЗАО ИС 


== ах, бис (1-83), 


одна изъ такихъ ничтожно-малыхъ деформацй. 

Составивъ выражения (57), (84) и (90) параграфа (23), а также выражена 
55) и пренебрегая въ нихъ квадратами, произведенями и высшими степенями нич- 
о-МаЛЫХЪ ВЕЛИЧИНЪ =,, Е, Е;; 3, х сравнительно съ первыми ихъ степенями, най- 
сльдующее: 


е= ИТ -+ 25—11 ==6,, @==6,, в ........, (408) 
воз (МОМ, = а =, 3,, 608 (М. ОМ,) =х-+5,, 


03 (М/ОМ,/) = ж+ 3, О=ечены....... . (409) 


Слфдовательно, ори однородной ничтожно-малой деформаии коэфишенты 
5,› &з суть величины удлиннеший единииз длинг, параллельныхе осям коорди- 
„ суммы (*.-н%), (х,-+ 3), (изн 3) выражають величины косинусов Улов, 
емыть посл `деформаны эпъми направлешями, которыя первоначально 
параллельны осям координать, а сумма (=, в. :з) выражаетз величину 
као расширеня единицы объема, вещества. 
Доъ камя либо ничтожно-малыя деформаии, сообщенныя одному и тому 
веществу, даютз вх резулитатт также ничтожно-малую деформацёю, ко- 
ты которой равны суммам5 соотвътствующихь коэфицаентовь соста- 
хо деформацёй; въ самомъ дфлф, если первая и вторая ничтожно-малыя де- 
пи суть (107) и слфдующая: 


(@=з(1-н =) +: + 25,, 


(у=аж-ну (1 =.) 25, 


(2) = хин ух/-н 2 (1+ &,), 


то, пренебрегая произведенями коэфищентовъ сравнительно съ первыми отепеняни их 
получимь: 
®«ы=а(1-н=-на))-- В (6%) с &-н%,), 


` (у =а (ых) 5 (1 -н на) нс (6,5), 


(2 = а (и, х,) В (их) нс (1 нана). 


Отеюда видно еще, чо совершенно безразлично, вз какомь порядкь будут 
произведены ничтожно-малыя деформаиёи одна за друюю и что результата бу. 
деть тот же самый, если объ деформаши будуть произведены одновременно. | 

При ничтожно-малой деформаци величины главныхъ удлиннешй Е, Е, 1, ни. 
чтожно-малы, & также ничтожно-малы и измневя косинусов угловъ при вращени 
осей, такъ что, напримврь, А, разнится отъ Х, на ничтожно-малую величину АХ, 
Пренебрегая квадратами и произведещями ничтожно-малыхъ величинь и принимая в 
вниман!е; что: 

А.А Аи, >, А, 0, 
АХ, руд, -= >, А», =, 


№. АА. р.Ар,-н у, А». = 0, 
найденъ изъ формулъ (104) слЪдующия выражешя для коэфищентовъ вичтожно-мало 
деформалии: з 

Т-не=1 + ВА Вр 1+ Ву 


Т--а=1-- Е), 2-+ Ев -- Бу, 


$=9—©, 9+0, З=0Ы— 6, | 
ЖИ 2: 5 №: АЕ | 
тд: 
= В», Еще Ву. 
= ВАА Вар ВУ, ре. - нь... (449 


их 


9: ВА, Е, рр, ЕзУ,^, 
=, АХ, Ар. У, = — (А.А, Ар, >,Ау,) 
©,—= А, АА р,Ар ну, А, = — АХ, Ар, ,ДУ,) 


@= >, А, р„Аручн у, Ау, = — 0,4», рАв,-= ууу, 


Отсюда слёдуеть, что всякая ничтожно-малая деформашя можеть быть разложе) 
на ничтожно-малую чистую деформацию: 


= а (Та) + :- 69, 
у—ав- 6 (1 -н =) + у.......:.... (443) 
2 = 49.5 9, + с (1+) 


ва ничтожно-малое вращене: 


1=а--0,6— 036, У=Ь-Ноза—®, с, 2=е-+, $ —о,а.. 


- (114) 


Ничтожно-малыя изифненя, получаемыя координатами точекь при этомъ враще- 
т. е. разности (2 — а), (у— 5), (2 — с), выражаются формулами, совершенно ана- 
ными тфуь формуламъ кинематики твердаго тЪла, которыя выражають проэкщи 
стей точекъ твердаго тфла, вращающагося вокругь начала координать (см. фор- 
(96) стр. 85-Й кинемат. части составленнаго мною вуреа); притомь выраженя 
ИНЪ ©; ©, @; аналогичны выраженямьъ проэкцй Р, ©, В угловой ‘скорости на 
воординать Х, У, , если эти проэкщи выражены въ косинусахь ^,,^,,....>; 
 производныхь отЪ этихъ косинусовъ по времени (см. формулы (95) стр. 84-й кине- 
. Части того же курса); разница между выраженями для Р, ©, В и для ©, о», 
Фостоить въ томъ, что въ послфднихь находятся ож А», р 5. ВУ, 
хь же мфотахъ, на которыхъ находятся производныя Ху... 9; ВЪПОрВЫХЪ. 
Изъ этой аналоги видно, что о = Ию о-= ео есть ничтожно-налое угло- 
перемфщене тфла при вращени (114) и что направлеше, составляющее съ осями 
динатъ углы, косинусы которыхъ равны отношенямъ: 


м 

о`о’о? 

эгновенная ось вращеня тфла; такъ что тёло, при вращенши (114), поворачи- 
ея какъ твердое тЬло вокруг этой оси на ничтожно-малый уголь о. 

Величины ©., ©, аж МОЖНО назвать проэкиями на оси Х, У, # узловало пе- 
эценя тльла © при ничтожно-малой деформащи (107). 

Чистая деформащя (113) можеть быть разложена на шесть составляющихь чи- 
же деформащй, а именно: 


втчтожно-малое растажен!е величины =, (наединицу длины) параллельно оси Х-овъ, 


> » > » =, ” „ У-овь, 
» » „ „> № э > овь, 
на двойной сдвигъ величины 24, въ плоскости У, 
в » №» „ 2Х, 


” » р =. 2%: „ ь ХУ. 


Величины 4, 9,, 93 и проэкщи угловаго перемёщеншя выражаются такъ: 


9 6-3) = (®—3) 
= ня) р... (415) = 1 (5. *) ....(116) 


г („—з) 
в* 


9:=— ы (ина) 


0бъ эллипсоидЪ напряженй и поверхности направлений. 


$ 28. Главныя напряжешя, 
Вь этой тлавЪ раземотримъ зависимость между напряженями, дВИствующини 

веевозможныя площадки, проведенных черезъ одну и ту же точку 21 внутри тла. 
Въ $ 9-мъ было уже показано, что если будемъ знать величины: 


ИУ. 2, ХУ, 


для вакой либо точки М сплошнаго тЪла, то, при помощи формулъ (14), будемь им 
возможность опредфлить проэкщи на оси координать напряжения, дЪИствующаго въ 
же точкб (и отнесениаго къ единиц площади) на площадку, нормаль къ которой име 
какое угодно направлене. 

Вь $ же 11-мъ. было показано, что У.= ,, 9,=Х,, х,= У;. 

Такимъ образомъ мы уже-имфемъ в формулах (14) выражене той зависиное 
которую намъ предетоить эдфеь раземотрьть. Введя обозначеня: 


М=М,=Х,, ММУ, МЕМ.= И. ..... (7, 
А Т.=й,= У., Т=Т,.=Х,=4,, = Т„= у. = х, . (147, 
\ = 60$ (п, Х), в = 008 (и, У), у== 003 (п, 2), | 
предотавимь эти формулы подъ саЪдующимь видомъ: 
Е, в03 (Е, Х) = Х,=МА- Тук Ту 
Е, в (Е,,У)=У,= ТА -+ Мин Тур... (#4 
Е, 8 (Е,2)=й,=ТА- Ти Му 


Прежде всего обратимъ внимаше на возможность найти так1я положешя 
щадки, при которыхь напряжене будетъ направлено перпендикулярно къ площади; 
самомъ дЪлВ, предположивъ, что: 


Х.= АЕ, УВЕ, = УК, 
получимъ изъ уравнений (14 68) равенетва: 
(М— (Е) 1, в-- 7. у=0 
Тух- (МЕ) в-- Дьу=0р,..... к 
ТТ в (№ — (Е) у=0 


АННЫ 


которых (и изъ равенства ^?-+- р?-+ *==1) предетоить найти такое направле- 
и, чтобы напражеше Ё, приложенное къ площадк® перпендикулярной къ и, было 
влено вдоль по ® (знакъ +=), или противоположно я (знакъ минусъ). 

Такъ какъ эти равенства сходны по виду съ равенствами (100) предыдущей 
‚ то безъ новаго доказательства можемь утвердительно сказать, что навзрно су- 
ують три взаимно перпендикулярныя площадки тавйя, на которыя дВйствують 
яженя по нормалямъ или противоположно нормалямьъ. Величины напряжений, дЪИ- 
щихъ на эти площадки, суть три корня Г,, Г», Г» уравненя третьей степени: 


А = М.М, М— ММ, Т— №№, 1— М, М, ТР ТТТ, 
В Мм Мм МИ, Т 1—1 
= №М- М, М, 


Воф три корня этого уравнешя дЪйетвительны, но они могуть быть какъ поло- 
аБНЫМи, тавъ и отрицательными; положительный корень выражаеть натяжение, 
тельный — давлен!е на соотвтетвенную площадку. 

Эти три напряженя Г,, Г., Г. называются лавными напряженями в раз- 
эприваемой эпочкть ттла. 

Направления нормалей п,, и,, и; къ тБмъ взаимно перпендикулярнымь площад- 
‚ на которыя дЪИствують главныя напражешя Г,, Г., Гз, опредфлятся изъ ра- 
въ (118) иизъ равенства 2-= и?-= у = 1; если подставимъ въ равенство (118) 
нь Г, вуфото Е Ё, то найдем ^,, р, у, — косннуеы угловъ, составляемыхь на- 
ен1емъ 2, съ осями координать; подобнымь же образомъ, подетавивъ Г, и Г, 
емЪ ыы, У, Ил, уз, *›— БОСинусы угловъ, составляемыхь направлен ями и, #з. 
зя же напряжения дЪйствують на площадки, нормали которыхъ прямо противопо- 
ы. 
Если повернуть оси координатъ такииъ образомь, чтобы новая ось Х-овъ была 
лельна нормали и, , новая ось У-овъ — параллельна нормали ,, то выражена. 
$15) получать слдуюний видъ: 


Е, ив (Р.Х) =, =ГА | 
о (ыы: гри) 
Е, 005 (Ё,,2) =2,=Тз | 


Х = 603 (п, п,), и = 608 (ж, п.), уУ= 608 (п, из). 


: Е — 18 — р 


$29. Эллипеоидъ напряженй, . 
Рьшивъ равенство (120) относительно Х, р», у, возвыеивъ полученныя те н 
этихъ косинуеовъ въ квадратъ и сложивъ, получимь ’слблующее ‘уравнене: 
Хи У, 2 


ТЕ ТЕ ТЕ 


Это уравнеше выражаетъ, что если построимь эллипеоидь, центръ котораго р 
положимь въ разематриваемой точек 2 тфла, главныя оси направимъ по нормаля 
п, п, п; и дадимь главнымъ полуосямъ его величины во столько разъ бодьшя еди: 
Вицы длины, во сколько Г,, Г., Г. боле единицы напряженя, то радлусы векторы та 
кого эллипсоида будуть представлять величины и направленя напряжений, дЪйствую- 


щихь на площадки, проведенныя черезъ эту точку. Каждый ‚радусь зекторъ Е 


площади нфкоторой площадки, проведенной черезъ цевтр» 2 эллииеонда. Этоть элл 
соидъ называется элаиисоидомг напряженйй Тазенатриваелой точки 2 тфла. 
Чтобы получить уравнене эллипеонда напряжении при расположени осей коорди 
нать не параллельно направленямь главныхъ напряжений, должно рёшить уравне 
(14 и относительно ^, |», > и полученныя выраженя подставить въ равенетво 
№1. 


$ 30. Поверхность направлений 

Если желаемъ знать, на какую именно площадку дЪйствуеть напряжене, имю- 

щее величину и иаправлеше выбраннаго нами радлуса вектора Ё, эллипеолда напря 

ий, то должны будежь обратиться къ равенствамь (14615) или же къ равенствам 
(120); изъ послднихь: 

ь а РА 


608 (п,,) = т", 608 (п, п.) = т. 603 (и, и.) = т';.... (120,58 


помноживъ первое изъ этихъ равенствъ на Х,, второе— на У,, третье— на 2, и 040 


Живъ, получимъ: 


В, (Е) ЕН .............498 


Надо замфтить, что проэкщя напряжешя Ё, на нормаль къ той площаде®, 
которую оно дЪйствуеть, можеть быть для однЪфхЪ площадокъ положительною, а д 
другихъ отрицательною, т. е. уголь (Ё,, 2) можеть быть острышь или тупымь; напри 
иВръ, если веф три главныя напряжения Г,, Г., Г» отрицательныя, то для веякихь 
`правленй Г, уголь (Е, 9) будеть тупымъ, какъ видно изъ формулы (122), если. 
одно изъ тлавныхь напряжений, напр. Г,, положительное, а два друмя отрипательны 
то для нфкоторыхъ направленй #’, с03 (Ё,, п) будеть величина положительная, & да 
прочихъ — отрицательная. : 

Для тЬхъ направленй Ё,, ддя которыхъ 603 (Е, и) веть величина положитель 
ная, назовемь через 2, у, г елВдующия отношеня: 


[8 


Х» Ув. 2 


Е 2 = а 
УЕ, сбз (Р, п)’ у УЕр соз (Е, п) УЕ, соз (Е, п), (1 


в 


будуть проокци на направленя и., ., я; длины у, отложенной отъ Мн по напра- 
тю Ё,; КОНЦЫ вЕВХЪ такихъ длинъ образують собою поверхность втораго порядка, 
ную уравненежь: 


По подстановлеши въ равенство (121), виЪето Х,, У,, 2,, ихъ выражений ВЪ 
3, 2 изъ (123) получимъ: 
2, 608 (п) 

п п + га 5 м 


‘зоэтому первое изъ равенствъ (120, 655) можно преобразовать тажъ: 


=. 608 (и, п,) равенъ косинусу угла, составляемаго съ направлешемь %, нормалью къ 
:рхноети (124), проведенною изъ точки 2, у, 2, т. е. изъ конца 7. Подобнымь же 
юмъ окажется, что и с0з (и, я), с03 (и, из) равны косинусамъ угловъ, составляе- 
тою же нормалью съ направлении п,, и. 
Для тьхъ направленй И,, для которыхъ 608 (Е 
вазовемъ черезъ м, у, 2 отношеня: 


п) есть величина отрицалель- 


т 


*= 


ья За Е ра ы: 
УЕ, сз И: п), у: УЕ ет У Ре в, - (123, 5) 


будуть выражать проэкщи на направлешя %., ®,, из длины ”,, направленной 
Е,; концы вобхь длинь ”, образують поверхность втораго порядка, выражаемую 
ентемъ: 


Е 


+... 2:-::- 94,8) 


По подстановлени выражен для Х,, У,, 2, изъ равенетвъ (123, 68) въ ра- 
(121) и (120,545) найдемъ опять, что $ 


608 (п, %,) = д - 608 (п, п.) = 608 (7, 1) = = 


87 
в ду’ 


а, (9, [9 Ро 

АУ) (и) ЕЕ 

что направлене ® параллельно нормали, проведенной изъ конца радууса, вектора 

поверхности (124, $5). 

Изъ этого видно, что еъ помонию поверхности (124) или (124, 645) могутъ быть 
ны направленя нормалей къ тЬиъ площадкамъ, на которыя дфйствують на- 


сти эти называются поверхностями направлен. 
Для большей опредфлительности разсмотрииь порознь возможных водонзифненя 

поверхностей направлен. 
1) Вев три главныя напряженя положительны: 
Г>г,>1:> 0. 


8 
Въ этихь случаяхь для вобхъ направлен уголь (Ё,, и) острый. Поверхность, 
направлен есть эллипеондь, полуоси котораго пропорщюнальны корнямъ квадратным, 
изъ главныхъ напраженй. 
Пусть наружный эллипеоидъ на черт. 16 есть эллинсоидъ упругости, внутрений — 
поверхность направлений. Чтобы опредфлить, на какую площадку дфИствуеть напряжен1о 
МЕ, найдемъ точку К пересвчешя радлуса ЛИР съ внутренним эллипсоидомъ, проведем, 
къ послёднему въ точкв К касательную плоскость и черезь Л еЙ параллельную пло: 
щадку; возстановимь изъ М нормаль и, составляющую острый уголь съ направленуемь 
МЕ. Площадка, найденная такимъ образомъ, будеть та, на которую будетъ дЪИетво- 
вать натяжеще МЕ, составляющее острый уголъ съ нормалью #. з 
Обратно, если требуется опредЪлить величину и направлено напряжения, дЪй- 
ствующаго на единицу поверхности данной площадки, то надо провести насательную 
плоскость кЪ олдипеонду направлешИ параллельную площадкв и притомь съ той сто 
роны, куда направлена нормаль и, затъмъ надо провести радлусъ векторъ ИР эллип- 
соида напряженй черезъ точку прикосновемя А касательной плоскости. Искомое на 
пряжеше будеть МР, 
2) Когда веЪ три главныя напряженя отрицательны: 


о>г> г. > 1, 


то для веЪхъ направлен” уголь (Ё,, ®) тупой, такъ что па всв площадки дИствуют 
давленя. Поверхность направленй въ этихъ случаяхь есть эллипсоидь, выражаемь 
уравнентемь: : 


ет 


Построеня — тьже самыл какъ и въ предыдущихь случаяхъ, но нормали # 60- 
ставляють тупые углы съ направленями Е, 

3) Одно изъ главныхъ напряжений, а имено Гз, отрицательное, два прочая по. 
ложительныя (Г, > Г. >> 0). 

Въ этомь влучаЪ поверхность (124) есть одномолый гиперболоидь съ дЪйотви: 
тельными полуосями: УГ,, УГ, и неперееъкающею полуосью: У — Гз; уравнеше его: 


Гале А, 


и 5 
Эти типерболоиды изфють общий! аесимптотическй конуеъ: 


Чтобы опредфлить площадку, на которую дфйствуеть напряжеше МА (черт. 17), 
задо найти точку А пересзченя этого радлуса вектора МР съ поверхностью направлений, 
тровести касательную плоскость къ поверхности въ точкЪ Ки черезъ точку № площадку 
‘параллельную этой плоскости. Еели точка К окажется на однополомь типерболондЪ, 
тс нормаль в `будеть составлять острый уголь съ направленемь И; если точка К 
кажется на гиперболондВ о двухъ полахъ, то нормаль и должна составлять тупой 
зтоль съ направлешемь МР. Если же направлеше МР будеть лежать въ асспиптоти- 
чесномъ конус, то площадка будеть совпадать съ каезтельною плоскостью, проведен- 
зою кЪ конусу черезъ производящую МЕ и напряжеве, дЪйствующее на такую пло- 
шадку, будеть тангевщально къ ней и равно МР на единицу плошади. По этой при- 
чинф ассимитотичесвай конусъ называется хонусомь танениальныхь напряженйй, 

4) Если два главныя напряженя отрицательны, а третье положительно: 


отт, 


т та часть поверхноети направленй, которая опредфляеть направленя нормалей въ 
тлощадкамь испытывающимь натяжения, есть гиперболондь о двухъ полахъ: 


Та часть поверхности направлен, которал опредфляеть направленя площадовъ, испы- 
вающихь давления, есть типерболондь однополый: 


онецъ, площадки, иСПЫТЫВаюнИя только тангенщальныл напряженя, васательны къ 
имптотическому конусу: 


$ 31, Случаи, въ которыхъ одно нли два изъ главныхъ папражены 
ны нудю. ^ 
Въ тхь случаяхь, когда равно нулю одно изъ главныхь напражен!, озвачимь 
ъныя два напряжения черезь Г, и Г, и возьмежь новую ось Х-овъ по направлентю 
ендикулярному къ площадкЪ испытывающей напряжение Г,, а новую ось У-овъ по 
влению перпендикулярному къ площадк® испытывающей напражене Г.. 
Равенства (120)-въ такихъ случаяхь будуть имфть такой видъ: 


Е, 8 (Ев) ХР, ] 
Е, воз (Е,, п) = У 


Е, в0з (Е, п) =7,=0, 


ЕВЕ А 


‚потому что Г,— 0. Слфдовательно напряжения, испытываемыя всякими площадк 
направлены въ плоскости ХУ, площадки же, совпадающия съ этою плоскостью, не- 
испытывають напряженй вовсе. 


Означимь черезъ ^у уголь, составляемый направлешемь нормали % ©ъ обы 
2-овъ, перпендикулярною къ направленямъ тлавныхь напряжении Г, и Г,. Такъ как’ 
№ == ту, то изъ равенетвъ (126) можно получить слёдующее уравнене; 


ТЕ: 1....:.-.-::.--.::1.8 


эллипеа, радусы векторы вотораго предетавляють величины и направленя напряже- 
ни Ё,, испытываемыхь площадками, нормали которыхъ соетавляють уголь 7} съ 065 
7-овъ. Для каждой величины угла 1} есть свой эллилеъ, полуоси котораго равны 


Г, зп уи Г, п 1; во .зллипеы подобны другъ другу и наибольший, соотвфтетвую: 


юЩЙ углу у =>, выражается уравнещень 


о. 


Каждый такой эллипеъ есть эллипс напряжений. 
Изъ равенствъ (126) составимь выражеше проэкци напряженя Ё, на нормаль и: 


Е, ив (Е, ....:.:...:....98 


Изъ этого выраженя видно, что, если Г. иГ, положительны, то всякое напряжени 
Т, составляеть острый уголь съ нормалью къ той площадк®, на которую оно дв: 
ствуеть, если же оба они отрицательные, то для всякаго направлешя уголь (№, п) - 
тупой; наконецъ, если Г, и Г, имфють противоположные знаки, тодля однихъ напра: 
вленй и уголь (Ё,, т) острый, для другихъ — тупой. 


Величины: 


3» у Ув а Е. 


УЕ, аи “” УР, со (ий) 


(гдБ знакъ плюсъ должень быть взатъ для направлений и, при которыхъ 608 (®,, 
положительный), суть координаты концовъ радлусовъ векторовъ, направленныхь вд 
по МЕ,; концы этихь радусовъ векторовъ образують собою кривую втораго порядка, 
которая есть эллипеъ: 

=? ры а У 

гг 1 или ЕР+ЕР тн 
если главныя напряженя имфютъ одинаковые знаки; если же знаки ихъ противопо 
ложны, то кривая состоитъ изъ двухъ тинерболъ: 


> 
Е 


Е аб 


га эс. О 


Эти кривыя вмфот6 съ эллипсами напряжений могуть служить для опредфленя 
золожен!й площадокъ, испытывающихь данныя напряженя и для опредфленя напря- 
жен, испытываемыхь данными площадками; поэтому вривыя эти могутъ, быть названы 
кривыми направлений. 

Исключивь изъ формуль (126), (127) и (129) величины Х, и У,, получи 


Е, 3 (Е, =. т(рь-- в), 
Х=008 (и, Х)= т. ИЕ Е, 3 (Е, п) = 5 1 (93 (%, Х), 

` .(130) 
==608 (и, У) 


ГИР, 003 (Г, п) = 1 008 (3, У), 


тдЪ 5} воть направлене нормали, возстановленной къ кривой направленй изъ той точки 
К вя, въ которой она переефкается радтусомьъ векторомь МИ’, эллипса напряженйй. 
Изъ равенствъ (130) слВдуеть, что направлеше 5% параллельно той линш, по 
зоторой плоскость ХУ (главныхь напраженй Г,, Г,) пересфкается плоскостью, про- 
зеденною черезъ нормаль жи черезь ось {-овъ. Стало быть слфдъ площадки на пло- 
«5ости ХУ долженъ совпадать съ даметромъ кривой положенй, сопряженнымь съ тм 
баметромъ, по которому направлено напряженще 2М7”,, испытываемое площадкою. 
Пусть плоскость бумаги на чертежь 18-мъ будеть плоскостью главныхь напря- 
жений Г,, Г, въ точкф М. Наружный эллииеъ пусть представляеть эллинеъ напряже- 
314 (127, а); внутреннйй эллипеъ пусть будеть кривою направлен! (предполагая знаки 
запряжешй Г,, Г, одинаковыми). Чтобы опредфлить положен!е площадки, испытываю= 
щей напряжен!е 21,, найдемь точку К переефченя этого направления съ эллинсожь 
аправленй, проведемь въ этой точвф касательную въ нему и черезь М прямую 55 
параллельную; эта прямая и будеть слфдожъ искомой площадки на плоскости ХУ. 
Нормаль къ площади будеть конечно заключаться въ плоскости, проходащей 
резь ось -овъ и прямую 5%, она будетъ составлять съ 5% уголь острый, если Г, и Г. 
ихожительныя, въ противномъ же случа — тупой; уголь, составляемый пормалью съ 
ю И-овъ опредфлится тфмъ, что синусь его будеть равенъ отношеню МЕ, къ. 
МЕ, Конечно, найдутся двф тавйя площадки, одинаково наклоненныя къ прямой 
и собтавляющя взаимно дополнительные до п углы съ положительною осью 7- -овъ, 
рыя испытывають одно и то же напряжеше МА. 

Пусть изображенныя на чертежв 19-мъ гиперболы суть кривыя направленИ при 
оромъ: положительномь Г, и отрицательномъ Г,, а изображенный здЪеь эллипеь 
эллицеъ напряжений (127, а). 

Въ этомъ случа нормаль я будеть составлять острый уголь съ направлевемъ 
тёхъ направлен Ё,, которыя пересвкають гиперболу (4), пересфкающую ось 
-овъ; вели же направлене Ё’, пересфкаетъ гиперболу (В), как представлено на чер- 
20-мъ, то нормаль я будетъ составлять тупой уголь съ направлешемь 5}, такъ 
она должна тотда составлять тупой уголь съ направленежь напряженя МР,, 
испытываетъ площадка. й 


На чертежв 21-мъ представлень одинъ изъ тЬхъ случаевъ, въ которых напря» 
жене МИ находится на ассимптот®, тогда точка К находитея на безконечноети по. 
направлению означенному оперенною стрёлкою и сама ассимитота служить слфдомъ пло- 
щадки. Въ этомъ случав нормаль и составляеть съ направлешемъ 5%, изображенным 
на чертежь, острый уголь; это видно изъ слфдующаго соображеня: пока точка К на- 
ходится на гиперболв А, нормаль и составляеть острый уголь съ направлемемь МК, 
а слЬдовательно и съ направленемъ 5%, поэтому ю должна будеть составлять острый 
уголь съ 5 и тогда, когда точка К удалится по правой вЪтви гиперболы 4 въ безко- 
нечноеть по направленно неоперенной стрблки. ) 

Если два главных напряжения равны нулю и мы ваправимь оеь Х-овЪ по напра- 
влению Г,, неравному нулю, то формулы (120) дадуть слфдующее: 


Е, в03 (Е, Х)=Х,=Г, 008 (и, Х), Е, в08 (Е, У) =0, Ё, вв (Е,,2)=0; 


это значить, что тогда на каждую площадку дЪфйствуеть напряжен!е параллельно оби 
Х-овъ равное проэкщи Г, на нормаль; притомь можно еще замутить, что 


Е, с0з (Е,,п)=Г, 008 (и, Х). 


У 
Зависимость между напряжениями и деформащями. 


$39, Выраженя проэкщй папряжений въ видб суммъ, раепростр: 
ненныхъ на веб частицы, окружающя ту точку тбла, черезъ которую. 
проведена плошадка, 

Вь $$ 4-мь, 5-мь и 6-мъ было уже объяснено, что понимаютъ подъ именемь 
проэкц Х,„, У,, &, на оеп координать напражешя Ё,, дФИствующаго въ точк М 
на единицу поверхности площадки 45, проведенной черезъ эту точку и имфющей нор- 
малью направлене 9%. : 

Будемъ теперь составлять выражеше для Х,. у 

Возьмемъ дв частицы вблизи площадки 45, одну № со стороны положительной 
нормали %, другую 2 — со стороны противоположной; эти частицы должны быть изй 
числа тЪхъ, которыя расположены относительно одна другой въ разстояши не боль- 
шенъ о радуса сферы дВйствия частичныхь силъ, а относительно площадки он должны 
быть расположены ташь, чтобы кратчайшее разстолне между ними первс®кало площадь 
или контуръ площадки. 

Означимь черезъ ” величину разстоян1я между 2 п |. и выбетв съ тбиъ папа 
влене оть и къ |; тавъ какъ частичная сила дЪйствая р. на 2% предполагается рав- 

- ною тр.Ф(г), тдЪ Ф(Р) есть положительная величина въ томь случаь, кода 


одъйстве между |». и т есть отталкиваве, то проэкщя на ось Х-овъ ча- 
стичнаго дЪИствая частицы | на частицу выразится величиною: 


[-— трф(+) с0з (",Х). 


Соберемь теперь сумму проэвшй на ось _Х-овъ вехъ силь, дфйствующихь сквозь 
злощадку А во стороны вефхъ тавихъ частиць 1, на тавя частицы т, разстояня 
1 р. между которыми имфють одну и ту же величину 7 и параллельны между собою. 

На чертеж» 21-мъ представлено нЪеколько паръ такихъ частиць, а именно: 
вы, Тр, Тур п ваконець т.р, изъ этихъ частиць одна: эи, находится въ 
точкЪ 2. 

Веф тавйя частицы те, какъ и, т, т.,.-..и прочая, заполняють собою изо- 
браженный на чертеж цилиндръ, основаше котораго есть площадка А5 и боковая по- 
зерхность образуется длинами равными и параллельными длинв М р,, т. е. г. 

Сумма прозьшй на ось Х-овъ частичныхь дЪйств со стороны вефхъ частиць 
2: №, №,.... На воб частицы т,, т, т,,.... будетъ равна: 


— (тр) Ф(*) воз (›, Х), 


тлф знакь сумиы относится ко вебмъ частицамь 2%, заполняющимь вышесказанный 
вилиндръ, и къ соотвфтетвующимь имъ частицажъ |. 

Если бы массы вобхъ частиць |. были одинаковы, то р. можно было бы взять за 
заакъ сумиы; но даже если массы ., равно какъ и массы т, неодинаковы между собою, 
то вее-тави можно въ вышеприведенной сумиВ произведен эир. вынести за знакь 
«тимы нфкоторое среднее значен!е изъ массъ возхъ частиць, окружающихь точку 14; 
зазовемъ эту среднюю величину массы частицы буквою ш; тогда: 


Хть = шХт, 


ТВ Ут выражаетъ массу вещества, заключающагося въ вышесказанномъ цилиндр. 
Означимь черезь о среднюю плотность цилиндра, за которую примемь плотность 
зещеетва въ точек М; масса цилиндра равна с помноженной на объемъ цилиндра, т.е. 
ва Аб. 608 (", п), такъ какъ величина высоты цилиндра равна проэкщи длины Ир, 
за направлене . 
И такъ, составленная теперь сумма выразится слфдующимь образомъ: 


— шо 48 ф(х) и 603 (7, ®) с08 (и, Х) +... (131) 


Далфе, предполагая, что точка М находится на разстояни не меньшемь р отЪ 
‘везерхности тфла, должно суммировать выражене (131) по вслкимъ величинамь и, 
ЗиГЪ 7—0 до У=0; и по веякимъ направленямъ ”, составляющамь съ ® углы не боль- 

пё прямаго. 

Означимь черезъ 0 уголь, составляемый направленемъ ” съ направлешемь ® И 

{ф уголь, составляемый плоскостью, проведенною через “и я, съ нёкоторою 
вною плоскостью, тоже проведенною черезъ я; - 


При суммировани по веБжь направлешямь х, составляющимь съ ® углы не боль: 
пе прямаго, надо будетъ суммировать по воёмъ 0, заключающимея въ предфлахь отв 
0=0ю0=1, п по вобиь $, оть ф = 0 до ф = 9. 

Замвтивъ же, что въ выражени (131) произведение с0з (,%) с0з (", Х) не из- 
ифняеть своей величины при пережён% направленя ” въ направлене противополож 
ное, можемь вифето этого провуммировать по веиъ возможнымь направленямь и (т.е. 
по д оть 0 = 0 до 0 = типо ф оть ф = 0 до ф = 2т) и взять половину полу- 
ченной суммы. 

Такимъ образомь получится слБдующее выражене для числителя перваго изъ, 
отношений (2) $ 4-го: 


5Х=— 487 \ по (#) г 60$ (, п) 03 (х, Х), 


ТЛВ $ означаеть суммироване по вебжъ х отъ 0 до о, по вевиь (/ оть 0 до м и но 


вевмь ф оть 0 до 2х; средняя масва пп оставлена подъ знакомь суммы, такъ как’ 
величина ея можеть быть различна по разаичнымь направленямь и въ различныхь 
раветояюяхь отъ площадки. 
Раздливъ полученное выражене ХХ ва А5, получимъ слёдующее выражен 

для Х,: 
Хх, =—1А 0 у 603 (9, п) 03 (",Х)....... . (132, а 


и подобнымь же образомь составимъ выраженя для У, и 2, : 


од =— 2) г 60$ (7,7) с0з (",У).......- (132. 5) 


2, =—5 Аше (0 о (т, п) воз (",2)..... `.... (489, с 

Если дать ® направлен!е положительной оси Х-овъ, положительной оси У-0] 
или положительной оси 2-овъ, то получимь изъ этихъ формуль слфдующия выражен я 
для проэкщй напряжений, дЪйствующихь въ точкВ М на площадки, перпендикуляр- 
ный къ направлешямь положительныхь оеей координать: 


М=— ще ко И (133, а) 


и подобныя же выражешя для №, и №, отличающияея отъ (133, а) только тВыъ, чт 
въ вихь входать квадраты косинусовъ угловъ, составляемыхь направлешями © 
ослии У-овь и -овъ, вмфето соз? (^Х). 
Далъе: 
Т.=Т=Ы— 7 $0) У с0 (и, У) соз (",2)......(134, а 
и подобныя же выражения для Т,„—Т., Т,,= Ть, отличающяся отъ (134, а) соот 
вЪтетвенною перестановкою букв: Х, у, в. 


А 


Считаемь необходимымь обратить здфсь внимане на сддующее обетоятельетво: 


При составлеши выражений (133), (184) предполагалось, что 
всЪ точки площадки отстоять оть поверхности тьла` на разстояни 
не меньшемъ радуса о еферы дЪйстыя частичныхь силь, а потому 
составленныя формулы выражаютъ проэкщи напряжен!й только въ 
такихъ точкахъ внутри тла, которыя отетоятъ оть поверхности на 
разетояши не меньшемъ величины о. 


$ 33, (остоян!е упругаго тбла до деформирован!я. Предварительныя 
ряженя. , 


Мы будемъ предполагать, что физически-твердое тВло до наступления деформаций 
было подвержено никакимь вафшнимь силам и яапряженамь и находилось, либо 
покоЪ, либо въ поступательномь движени по инерции; такое состоян!е физически 
рдаго тЬла я буду называть предварительным» состоящем. 

Отнесемь тфло къ осямъ координать Х, У, 7, — неподвижнымь, если предвари- 
ъное состоян1е тЬла есть состояше покоя, и поступательно-движущимея вмбств съ 
Омь тяжести тфла, если предварительное состояше его есть поступательное дви- 
ве по инерщи, Пусть =, у, 2 суть координаты предварительныхь положен!й точек 
а относительно этихь осей, 

Пока тфло находится въ предварительном и и ни температура, ни строе- 
его неизивняются, величины напряжений №,, №,, №, 1, Т,, Т. остаются неиз- 
ыми въ каждой ‘точ тВла; для отличя этихъ напряжены оть тфхъ, которыя 
птея при деформированномь состолни тёла, л буду ихъ называть иредваритель- 
и напряжешями и буду обозначать такъ: №, №, №, 1, Т., Ту. 

Величины предварительныхь напраженй въ точкахъ твердаго тЪла, не находя- 
ел въ поверхноетномь слоф, могуть быть выражены формулами (133) и (134); 
о, пока-мы не знаемъ вида функции ф (5) и не составили себЪ никакого предста- 
тя о распредфлени частиць тфла, эти формулы не могуть служить для вычисленя 
инъ предварительныхь напряжен! въ различныхь точкахь трла. Эти формулы 
33) и (134) составлены и приведены здЪеь для другой цфли, какъ будеть видно въ 
дующемь параграф. 

Для величинъ предварительныхь напряжен въ точкахъ поверхностнаго слоя, 
= вЪ такихь, которыя ототоять оть поверхности тла менфе чфиъ на ф (величину 
са сферы детвя частичныхь силЪ), мы не имфемъ даже и такихъ выражений, 
(133) и (134). 

Во воякомъ случа изъ уравнений (17) $ 11-го слфдуеть, что предварительныя 
ен!я должны быть такими функщями отъ 2, у, 2, которыя удовлетворяли бы 
ренщальнымь уравненямъ: 


ИВ 


9 ду д , 
эт, 9м№,0 Это с 
и (135) 


это Тю дм 
д Ку + а —= 


— 88 — 


величины же проэкщи предварательныхь напряженй Х,°, У›, 2, на какую ли 
площадву, проведенную черезъ одну изъ такихъ точекъ трав, выражаются по фор 
ламь (14 605) 8 28-го въ величинахь предварительныхь напряжений №, №, № 
Т,, Т., Ть дая той же точки, такъ что: 


Х,'= № 003 (п, Х)-+ Т. 60$ (и, У) + Т) е08 (и, 2) 
У, °= 1, 03 (и, Х)- М) е03 (п, У) -+ 7 сз (п,2)+.... (13 


2,5 = Т воз (п, Х) + Т, воз (и, У) № св (п, 2) 


$ 34, Выражешя напряженй въ деформированномь состоянии тве 
даго тбла при предположении, что относительныя перембщеня сосфдних’ 
точекъ тбла пичтожно-малы сравнительно съ ихъ предварительны 
взаимными разстоянщями, 

Твердое тЪло, находившееся въ предварительном состоящи, при от 
внЪинихъ папражений или внфшнихь объемных силъ деформируется, такъ что перв 
начальныя координаты х, у, 2 точекъ его получаютъ приращеня и, ©, ш, котор 
суть нЪкоторыя фувкщи первоначальныхь координатъ 2, у, 2 

Цока тЬло деформируется, приращеня координать м, о, # суть нетолько фун 
цШ первоначальныхъ координатъ, но и еще явныя функцие времени т. 

Относительно величияъ и, 0, ю мы можемъ предположить, что это суть сило: 
ныя функии координат» х, Ц, 2 для одною и тою же зтъла, потому что если 
, ш претеризвають разрывъ сплошности на какой либо поверхности, проведении 
внутри "Зла и раздфляющей его на дв части, то мы вправЪ разсматривать эти д 
части, какъ два разныя тЪла. 

Пусть М и М, суть двЪ весьма близыя одна къ другой точки тВла; предвар 
тельныя координаты первой: 2, у, 2, второй: х-н Ах, у-н Ду, 2 -н Да. Въ дефор 
рованномь состояни координаты положеня 2”, занимаемаго первою точкою, буд; 
дни, уе, ани, координаты же положешя Му, занимаенаго въ тоть же 
менть второю точкою, будуть: +-Ах-ни-+-Аи, у+-ду-но--до, 2--Аа-ни--А 

Такъ кавкъ и, ©, № суть сплошныя функщи координаль 2, у, 2, то Аи, Ау, 
могуть быть выражены въ видё рядовъ, расположенныхь по возрастающимь степен: 
величинъ Дх, Ду, Дг: 


здфеь и въ дальнфИшихь формулахь величины Ах, Ау, Аг обозначены буквами т, 9, 

Велфдетые деформащи взаимное расположение точекъ тфла измфняется, а 
тому измфняются и ве величины, входящуя въ составъ выражений (133) и (184), 
именно: 


386: ЗИ 


Въ предварительномъ Въ дехормированномъ 
состоянш были: ^ состоянш будуть: 
‘олне точки М оть ы 
которой либо изъ со- 
евднихь точекь М. = ММ............... ИМ, 


инусы угловъ съ 06я- 


жи координать.... 003 (”, Х) =... :.....:.... с08 (*, хе“ 
воз (и, У)=%.. ...:.608 (©, У) = ив 
ы А 
воз (", 2) =+..... Е: 0 (+, ре 
ютность вещества въ 
ближайшемь сосЪд- 
ств 6 точкою М. роаАНА Е Им ея 


ЗдЬсь 0 означаеть убическое расширен въ точкв 2, разсчитанное на единицу 
ма. Что плотность уменьшается въ отношени единицы къ (1-0) видко изъ сл%- 
щаго. Пусть Ги, суть объемы одного и того же элемента тфла въ предвари- 
ьномь и деформированномь состоянш, аси 0, — плотности вещества элемента въ 
съ состояняхь; такъ какъ Ус = 7,0, и 7, = (1 + 0), тоб== а, (1 +0). 

Составленныя по формуламь (133) и (134) величины предварительныхь напря- 

3И въ точ 1 (2, у, 2) выразатся теперь такъ: 


№ Аше, а Зо 


г & 
№=5 Ки 5, Тр=т Ат ый ОИ (138) 
№5 би? , Тр=тАи ы: 


Величины же напряжений въ точ М” (сни, уно, 2-м) въ деформиро- 
юмъ состояни тЪла выразатся такъ: 


Мои" а-+м)........ 1-84) 
М, ом (у 45), и .... (439,5) 
а ый (139, с) 

о и -- 9) (-+4м)....... (139, а) 
Ея (Е--Ам).....,. (139, 6) 


1, = рома Аи) а .- 48, Г) 


290— 


Въ дальнфИшихь разсуждешяхь мы ограничимся раземотрёень только такихь 
деформаши твердыхь тЪлъ, при которыхъ относительныя перемфщеня каждыхь двухЪ, 
собзднихь между собою точекъ тфла настолько ничтожно-малы сравнительно съ ихъ 
ьпредварительнымь разстоявемь, что возможно, при- составлени выражений для М, 
№,, №,, Т,Т,, Т,, пренебречь квадратами отношевй сказанныхь перенфщений къ 
предварительнымь разетояйямъ. 

Подъ сосфдними между собою точками тфла мы здфсь подразунфваемь тавля, 
сфоры взаимнодьйствая которыхъ пересфкаются. 

Подъ относительнымь перемвщенемъ точки М, относительно точки М мы здфоь. 
подразумьваемь геометрическую разность между разстояшень 24”М,' въ деформирован- 
номъ состолыи и между ихъ предварительнымь разстолмемь ММ,; слЪдовательно 
проэкщя на ось Х-овъ относительнаго перемфщеня точки 2, относительно точки 27 
равна: 


+ 603 (г, Х) — и 603 (", Х)=+-4и— 


и проэкщи этого перемфщеня на оси У-овъ и 2-овъ равны Аи, Ам, 
Изъ равенства: 


Аи дир _ диз диз 10 т 
а И о 


видно, что для того, чтобы отношене (Аи:7) было ничтожно-малою величиною пр 


. ди 9 

вВеяБихъ направленяхъ 7, необходимо, чтобы были ничтожно-малы производныя Ре ее: 
04 дз . 

и произведения хожу... бу... а для того, чтобы отношене это было нич- 


тожЖно-мало для всякихъ 7, необходимо, чтобы веф производныя были ничтожно-малы:. 

Для того, чтобы можно было пренебрегать квадратахи и выешими степенями 
отношенйЙ (Аи:”), (А0:*), (Аш:”) сравнительно съ ихъ первыми степенями, необхо- 
димо, чтобы ве частныя производныя оть м, 9, 2 пох, у, 2 были настолько малы, 
чтобы можно было пренебрегать ихъ квадратами и произведенаями сравнительно съ их 
первыми степенями. 

Поэтому, сдфланное нами ограничене относительно деформащй можно выразит 
такъ: 
ь Мы будемь разсматривать только такя деформаии твердыхь ттла, пр 
которыхе производныя 


ды. до’ дю ды до дю ды № 9% 
д 0’ дт’ ду’ ду’ ду’ 0’ 9’ 08 
‚ 


% прошя производныя высшить порядков настолько малы, что при составлен 
выраженй для напряжений можно пренебречь вторыми и высшими стетен. 
этихо производные. 

Если разематривать относительныя деформацш, происходящя въ ближайше 
сосфдетвВ съ какою либо точкою № тБла, а именно внутри сферы дЪйств я части 
ныхъ силъ, описанной вокругь центра №1, то, по малости величинъ х, у, $}, можно 
выраженяхь (137) отбросить всЪ члены, заключающие квадраты и высния стеле 


ОТ 


`ъ величинъ; тогда относительная деформашя внутри сказанной сферы выразится 


ик (1 ем 


ди 
9:8 


ут (1 +) ЗН) 


дю д 
$ нео у (1-5%) 


При той степени малости производныхь, при которой жожно пренебрегать ихъ 
заадратами сравнительно съ первыми степенями, эти равенства (140) выражають одно- 
Зодную ничтожно-малую деформацию ($ 27); поэтому сдфланное нами ограничене 
нежно формулировать еще слВдующимь образомъ: 

Мы будем разсматривать только такя деформаии физически-твердых 
их, при которыхь вокруг каждой точки ттъла, вх сферь дъйствфя частич- 
то силз истодящить из нея, совершаются относительныя деформащи. одно- 
дныя и ничтожно-малыя. я 
Принимая во вниман!е сказанное въ $ 27-мъ относительно значения коэфищен- 
въ ничтожно-малыхь однородныхь деформащй, мы заключимъ, что частный произ- 
НЫ ОТЬ № ПО 2, ОТЬ ® ПО У, ОТЪ 0 по 2 имВЮТЬ значешя линейныхь растяжении 
'ъ, проведенныхь черезъ точку М (2, у, 2) параллельно осямь координать, т. е.: 


и, ЖШЩ, 8 
8—1» ду 27 08 


а а 


о кубическое расширене (на единицу объема) въ точ М выражается сумною: 


ОКА В .. (449) 


бу 


величины двойныхъ сдвиговъ въ плоскостяхъ, проведенныхъ черезъ точку М па- 
ельно плоскостямъ координатъ выражаются суммами: 


ду Нав? “= дв 


зто проовщи на оси координать угловаго перемфщеня вещества, окружающато 
у М, выражаются слфдующими полуразностями: 


1 (дю д" 1 (ды дю 1 (% ди 
е =3(% ЕН =) ЕН 3(:—#), @:— 1 (=- =). -.- (44) 


Обращаясь теперь къ преобразованию вторыхъ частей выражений (139), причемь 
бтдемъ пренебрегать вторыми и выешими степенями первыхъ частныхъ производ- 
и всякими степенями частныхъ производныхь втораго. и высшихъ порядковъ отъ 
т, № пох, у, 2, сдлаемь слВдующия подготовительныя занфчаня. 


7* 


р 


1) При сказанномь приближени можно замфнить отношеше 1:(1 9 р 
‚ностью`(1 — 6), т. е.: 


а въ тЬхъ членахъ, въ которыхь это отношене будеть помножено на одну изъ чаот- 
ныхь производныхъ отъ 4%, 2, № пох, у, 2, оно можеть быть замфнено единицею. 
2) Нижеслдуюние квадраты могуть быть замфнены слЗдующими суммами: 


` ь 

(&-= ди (1 + о 
р 9 з д 

азии (1 +2) +2 },.......(440 


А 


а о д\ 
2х = 1-25) 


8 в тЬхъ членахъ, гдЪ эти квадраты окажутся помноженными на одну изъ производ 
НЫХЪ ОТЬ №, ©, ® ПО 2, У, 2, можно замфнить ихъ квадратами: 1, у*, $. ь 
3) Нижеслвдующия произведеня могутъ быть замЪнены елдующими суммами: — 


ди` 


(у 45) = 49) = и на 81 и и” т . (147, а 


з0е _^ вди 


--юа- =  +; они) + БЕ . (147,5 


(Е Ам) (-- 40) = оу м 


я ив (1-= и =). (147, с) 

а ВЪ тЬхъ членах, гдф произведеня эти оаага помноженными на частный произ 

водныя, можно ихъ замбнить произведен ями: 53, 3х, 2». 
4) Такъ какъ: 


т = УЙ-н Э(хАи в уАо = 3А) + (Аи (А - (Аи), 


то, развертывая по восходящимь степенямъ отношений: (Ам: 7), (А:7), (Аш :”), и пре 
небрегая третьими и высшими степенями этихъ отношений, найдемь слЬдующее прибли: 
женное выражен! для разности (г — #): 


а кем 
=, + = 5), И : 
тдЪ: 
= (Аи -н (40) (Аю}........ . 


@ = хАи нулю + 3Аю == в вн ан 29; = 29 уе-н 29. (150 


5) Частное (Ф (г): т) можно разложить въ рядъ по восходящимь степенямъ разн 
(ти (Е —#); пренебрегая вторыми и выешими степенями ел, будемъ имфть: 


ф () веть совращенное обозначене слфдующей функщи оть 7: 


2) 
$@) = ви) (152) 


6) Такь кавъ о есть линейное выражен!е относительно частныхь производныхь 
и, ©, ш (см. 150), то въ тЬхъ членахъ, которые будуть заключать ф (х), можно 
нить (1 -- 0) — единицею, а вифсто (х = Ам), (у -— Ао), (у + А) подетавить 
от, У, $. 
Посль вебхь этихъ приготовленй нетрудно будетъ убфдитьсн, что выраженя 
39) при сказанномь приближен получать слёдующий видъ: 


М Ме ыыы + 22 2-9... (16$, 0) 
М2 + Мы ы + 210% + +. (453,5) 


О Ни = Магн аи. .. (158,0) 


Ту Мау 5 М + Тов) Тр рен д (158, ) 


2 05 302 029) 
Й. 9 9 ‚дю 9 

Ты № ка М + Пр 5) Тау + ды . (153, е) 
% ав 9 

Т= №, КА = 7 ыы = 1,5, = 101—в)-- РТА (153,Г) 


И’ означаеть слфдующую однородную функщю второй степени отЪ =, в., 2) 
» 9з› дв: 


277 = Ав ЭВ, (зн 29,°) + 2(211) (29. =, + 49,9.) = 
-+ Ден ЭВ, (ве, -+ 29,2) + 2(121) (29. = 49,9) и 
— Авг 2В, (це 295) + 2(112) (29: 49,9.) ‹.. (154) 
—=4(301)=,9,-= 4 (130) в.д, 4 (013) е,9, = | 
+ 4 (310) =, 94-4 (031)}:.9,-= 4 (103) в;9, 


Коэфищенты въ этомъ многочлень У’ могуть быть выражены суммами вида: 


Щенть А,, если же сдфлать а=0, 6=2, с==2, то получится выражение коэфи- 
щента В,, ит. д., какъ видно изъ слдующей таблицы: 


Коэфищенты. 


ноонфоннюьюеоефе+ь=э 


$ 35. Начало д’Аламбера въ примфнени къ сплошному деформируе: 
мому тблу. Другой премъ вывода выражений (153). 

Для вывода выражеши (153) можно еще воспользоваться другииь пруемом 
основаннымь на примфнени начала д’Аламбера къ сплошному деформируемому тфлу. 

ПримВняя начало д’Аламбера къ системЪ матерьяльныхь точекъ, мы выражаем» 
его слвдующимь равенетвомь: 


2[Х,— та’) ба, (Ур-т) Зи (— т, = 0,..(156 


въ которомъ суммироване распространено по вобиъ точкамь системы. 

Примфняя теперь начало д’Аламбера къ деформируемому тфлу и, имфя въ вид 
вывести изъ него дифференщальныя уравненя (17) и выраженя напряжений (153 
мы должны будемь надлежащимь образомъ преобразовать равенство (156), примне 
нов къ сплошному тЪлу, и ввести, вифсто силъ, приложенныхь къ матерьяльнымь 103 
камъ, — объенныя силы и напряжения, а виЪото суммировашя, — интегрирования п 
объему и по поверхностямъ. 

Подразунфвая, какъ въ предыдущихь параграфахъ, подъ 2, у, 2 координа’ 
точекъ тзла въ его предварительномъ состояни и подъ ни, уно, аи код 
динаты тхъ же точекъ въ деформированномь состоянш, должны будемъ подставить: 


и Фо а 
а? а’ а 


выфото проэкщй ускоревй точекь тфла и ди, 50, 8 — вифото варьящ координа 
точекъ. 


Предположивъ, что все тБло раздфлено на-безконечно-малые элементы объема и. 
замфнивъ каждый такой элементь матерьяльною точкою, должны будемъ выразить воз- 
жожный моментъ сить объемныхъ и силъ инерщи слфдующихь интеграломъ: ра 


Пе зи (уф) (8 — = )зм 40, ....(461) 


тдф интеграл распространенъ по всему объему твла въ его деформированномь соетоя- 
нии с, есть плотность вещества въ этомъ состояни. 

Возможный моменть внфшнихь напряженИ, приложенныхь къ наружной дефор- 
хированной поверхности тфла, выразится интеграломъ: 


| Км -+ Ум + 2 )45,.............(48) 
. Г 
распространеннымь по этой поверхности; здЪеь м,, ®,, №,, относятся къ одной изъ то- 
чекъ элемента 45 поверхности, а Х,, У,, 2, суть проэкщи на оси координать внфш- 
вяго напраженя, дВйствующаго въ этой точкЗ. 
ДалЪе, такъ какъ частичныя силы, дЪйствуюния между каждыми двумя атомами 
пли частицами тВла, суть силы, имъющая потенщаль, то возможный моменть везхь ча- 
стичныхь силъ тёла можеть быть выражень варьящею потенщала ПП всей системы ча- 


стиць на себя: 
1 
= у тУ, 


тдь т воть потенщаль всей системы на одну изъ частиць (масса которой — 7%), & 
суммироване распространено на всю систему. 

Потенщаль же И всей системы на такую частицу, хозорая не находится 08 
поверхностномг слоъ, выразится слЪдующею суммою: 


т = т 5 мЁ(®), 
гд% 


Е(®) = |9 45; 


здфеь введены обозначения параграфа 32-го. 


Пренебрегая третьими и высшими степенями разности (г —#), функцию № (+) 
можно представить тавъ: 


Е) = Р®) + (—п0 = 79, 


а если замВнить здЪсь разноеть (т — г) выраженемъ (148), приведенныхь въ преды- 
дущемь параграфЪ, то получимь слВдующее приближенное выражен!е для функщи Ё(+): 


№ 
Е(®) = Е) + («+ з =) 9 ма —. Е В (159) 


тдЪ отброшены члены, заключающие третьи и выспя степени’ отношенй (Аи:7), 
(до:з), (Аш: т). $ 

Подставивъ въ (159) вмфето © и х выражения ихъ (150) и (149), найдемъ, 
что половина произведеня с7 выразится слБдующимь образомъ: 


Ф=1 ЦР) — Ф,—№...........: (160,5). 


2%, = № (+ (=) (#) (=)) — 2729, а — и) = 


— №, (26-= (= (*)— (=) Руа (в. № м > ® — = =) — 


= (= ( )- (*)-— (=) 27 (24, 5 - - а и -= и) . 


здвеь 7 означаеть однородную функцию второй степени от Е, &,, в, ,, 9.› 9, > 
выражаемую формулою (154) предылущаго параграфа. 
Во вевхъ сунмахь вида 5, заключающихеся въ этихъ выраженяхь, сумиироване 

. равпровтраняется на всю сферу радтуса равнаго с, описанную вокругъ взятой точки 
тВла, предполагая, что эта точка не находится въ наружномь поверхностномъ _ 
твла. 
Если взять точку тбла, находлщуюся въ наружномь поверхностномь сдоЪ, то 

для нея Ф выразится также формулою (160,5), но суммировашя $ будуть распро- 
странены не по полной сфер радтуса р, описанной вокругь взятой точки, но только — 
по той части этой сферы, которая заполнена веществомь тфла, тавЪ какъ часть этой 
сферы выступаеть внаружу тфла. 
Полученное выражение для У, равнаго (2Ф: $), подставимъ въ выражене потен- 
щала ПП всей системы на себя, который, подобно выражению (157), предетавимь въ. 
вид интеграла распространеннаю по всъмз элементам объема, занимаемало ттъ- 
40м5 в5 разсматриваемый момент времени: 


п- | [[1940:..........:.:.-8 


здфеь, какъ`и въ интегралв (157), с, есть плотность въ деформированномь состояни, 
в 40 есть объемъ одного изъ элементовъ тфла въ этомъ состояни, такъ что: 


брак 9 кабака: сай (162) 


1— 10) 
тд: 


х=0-ны у=у-чо, жену, 


Теперь слфдуеть составить варьящю отъ Ш; но прежде этого мы преобразуемъ 
интеграль, распространенный по объему, занимаемому тбломь въ деформирован-' 
состоявш, въ интегралъ, распространенный по тому объему, который оно зани- 
ю въ предварительномь состоянш. 

При такомь преобразовани мы должны будемь замбнить @х@у4# черезъ 
4х ду4г, тд 


|% ж *| |1 ди ди 
92? бу? 6 =) 9? 5 
| м ху д 
2 05’ ду? 0 | де Г-Н | › 
о ЕН | 
И |, ы 


есть 
2р=(-+д=&. 


Посл этого потенщаль ПП получить такой видъ: 


п = [| [овоивь .... т. 


6 интеграль распроетраненъ по объему тбла въ его предварительном» состоянёи. 
Возьмемь теперь варьящю отъ П: 


зп = зола», Е 


3 — би, 00 би ‚0 ви 
— ды ба + ды ду * ди; 0: 
9Ф 08% 9Ф 08% 9Ф 08% . 


д др 1 ды, бу. * 0 62 


2Ф 086 9Ф д8ш 0Ф 08ш , 


би де ‘ди, бу де 08? 


ь, для краткоети, производныя оть ри № по 2 означены черезъ ©, и №,, произ- 
отъ ши 0 у — черезь №, и м, и производныя оть м ино по 2 — черезь 
шо, : 

Теперь нова сдЪлаемь преобразоване интеграла (164) отъ координать перво-, 
ныхъ (4, у, 2) къ координатамъ х, у, 2, тогда варьящия оть П получить такой 


8Ф 
п = || у вхауаь ье 


интеграль распространень по объему тЪла въ его деформированномз состояни. 


. : (166) 


Замфнимъ производную отъ ди по 2 слфдующею сумиою: 


д6и _ дди дх 98 ду дди д: 


Зи — ‘бк др № ду 05 № 08 08 


и съ прочими подобными производными поступимъ такимъ же образомъ; сдфлавъ 9 < 
найдемъ, что подъинтегральная фунещя въ интеграл (166) получить слдующий вид! ь 


зо дви ди д8и 
156 = + 83; +Вщ + 
дд 980 дю ' 
а, = 6: — а, т 
ди ди 08 
Вы +8, Ни у неее. (8 
здЪеь: 
1 [20 , Фак , 00 0х 
125 (06. 02 + ды; 09 + ди; 08 
— 1 (994 ; 00, 94 
й Вт ыы № 
А. 004 , 000’, 00 
1 +605 02 + де; бу * би, 8 
ит. п.; приэтомъ: 
ЭФ у 9 
и №1 -н а) -= Том -к Три, = а, 
9Ф 9" 
т Тр -н а) = Ми, -н Ти в, 
9Ф д 
бы: = (1 - а) + Том - № в : 
9Ф д 
и №, - Тр (1 -н в) — 72 ТАН 
. 
-^ = То, + М1 в) + Тов, + рей 
З 9® ть (1: о 
` = таза) + № +, 


ит. д; кройв тото, пренебрегая вторыми и высшими степенями производных» о 


мою 
1 в гы м, т и, 
ее Е 9, т =. 


С 6 


Ели пренебречь вторыми и высшими степеняяи величинь &,, =, в, №, И, 
5: 0, №, №. И сравнить полученныя такимъ образомь выражения для Е, Ё., Ё,, 
б.,....Н, съ формулами (153) предыдущаго параграфа, то окажетея, что: 


Е, №, @=—№, В №, 


@=Н,=—1, НЕВЕ-1Т, В=в=-1. 


Отсюда слБдуетъ, что варьящя отъ И выразится слёдующимь интеграломь, рас- 
пространеннымь по обзему, занятому ттломе вз деформированномг состояни: 


вп — — | [Говкааы Е. 80 


ь ы ь п [990 0 
Ям М ми (0 - и") 


даи __ даы 08 даи } 
ани) (+) А (167, 515) 
‚ Баждое изъ девяти произведений, входящихь въ составъ ©, можно преобразовать 


такинъ образомъ, какъ напримбрь слбдующее: 


- дви _ 0(№М8и) Омь. 
М аЕ ФЕ ам, 


затфмъ, воспользовавшись формулами преобразования (16) параграфа 10-го, можежь 
получить слфдующее выражене для ЗП: 


зп =] (Р,8и + Р,%о + Р.3и)а0 - | ди,-н 5,30,-= 5:80,) 48,....(168) 


ль: 

=, = МАТ, 

8,= ТА № --Ть, 
+52, 6 =ТА-- Тв Му, 

Х = 603 (п, Х), в = 603 (п, У) у = сз (и, 2); 

задев интеграль объемный распространень по обзему тъьла вз деформированноме с0- 


юяни, интеграль поверхностный — по наружной поверхности этого объема, & ® веть 
эрмаль, возстановленная изъ точки элемента 4$ внаружу тфла. 


ут мя + Е 


аб 


Составим теперь равенство, выражающее начало д’Аламбера: 


] [(<&+Р—ов:м”) ди - (в, )+Р.— в, 5’) 80 - (©, 8 Р/— 0, и”) 8] а0-= 


|< 8.) 3, (У— 8) 80,4 (2—8, 80] 950. 


‚ Если тфло свободно, то варьящи координать вефхъ точекъ тфла произвольны, 
потому получаются слфдующя дифференшальныя уравненля для вефхъ точекъ тфла: 


и 


эм. 9т, ‚от, 
ба 75: Ок 


бк Ку + в 


и слдующия уравнения для точекъ наружной поверхности: 


Х,—= М, 003 (иХ)-+ Т, с03 (пУ)-н Т, 008 (и2), 
У, = Т, 603 (пХ) + М, 03 (пУ) + 7, 003 (и2),1...... (4170) 
2, =Т, 003 (иХ) + Т, в0$ (пУ) + М, 08 (2), 


тд п есть наружная нормаль къ деформированной поверхности. 

Въ томъ случа, когда кашля либо точки тфла закрфилены неподвижно, въ ура 
вненя этихъ точекъ войдутъ реакщи связей. 

Такимъ образомь начало д’Аламбера даеть тв самыя уравнешя (17), которь 
получены другинъ путемь въ глав 1-Й этой книги; притомь выражения для №, №, №, 
Т,, Т,, Т,, полученныя въ этомъ параграфЪ, тождественны съ выраженями (153), 
найденными въ предыдущемъ параграфф. ь 


$36, Коэищенты упругости. Число коэфищентовъ для тблъ кристал- 
лическихь и изотропно-упругихъ. 

Въ выражешяхь (158), кромВ производныхь оть и, ©, № по х, у, 2, заклю- 
чаютея: 15 величинъ 4,, 4,, 4,, В,, В,, В,, (211), (121), (112), (301), (810) 
(130), (031), (013), (103) и 6 предварительныхь напряжений №,°, №, №.›, 7,°, Тр, Ть. 

Веб эти величины, числомъ 2], могутъ быть функщями отъ 2, у, 2; видъ эт 
фунещй зависить отъ строензя тфла въ его предварительномь состояли. 

Внутри тЪла, то есть въ точкахъ, не находящихся въ наружномъ поверхностном: 
слой, эти величины могуть быть постоянными коэфииёентами, независящими отЪ 
2, У, 2; НО это возможно только въ таких тьлахъ, внутреннйя части которыхъ инфю 
однородное строене по веякимъ параллельнымь между собою направленямь, проведен: 
нымъ через веф внутреныя точки тфла. 3 


Веявя двЪ части такого тбла, ограниченных какими либо замннутыми, подобно 
положенными и тождественными по виду и по размфрамь поверхностями, будуть 
ть одинаковое строеше, гдф бы эти части ви были внутри тла, лишь бы он не 
илючали вЪ 6е0Ъ частей поверхностнато слоя. 


Тёло, обладающее въ предварительномь состояни такижь параллелизмомъ и та- 
юю однородноетью строешя, называется тфломъ однороднаю втроеня. 


Надо ИМЬТЬ ВЪ виду, что наружный поверхностный слой можеть отличаться по 
своему строеншю отъ прочихъ частей тВла, такъ что тВло можеть ить внутри строе- 
1 однородное, а въ наружномъ поверхностном 6лоф — неоднородное. 

И такъ, во внутреннихь точкахь тбла, обладающаго однороднымь строенемъ, 
заждая сумна вида: 


Аше; Ри, —Упфомуя. Ре... 


иифеть одно и то же значене во`веЪхь точкахь тфла, а потому величины 1, ,А.,... 

. (103), №,°, №,......Ту суть поетоянные коэфищенты для этого тла; эти 
коофищенты называются коэфииентами упруюсти такого тЪла и число ихъ не 0о- 
зе двадцати одного. 


1) Если строеше тфла не только однородно, но и еще симметрично относительно 
параллельныхь между собою плоскостей, а именно, если сферы радлуса о, окружающя 
важдую точку, симметричны относительно плоскостей проведенных черезъ центры 
сферъ параллельно плоскости УЙ,. то нЪкоторые изъ коэфищентовъ упругости будуть 
равны нулю. Въ самомъ лфлЪ, при такомъ строеши тВла каждой частиц, находя- 
щейсл внутри сферы дЪйствйя частицы М, соотвфтствуеть симметричная ей относи- 
тельно сказанной плоскости другая частица равной массы, имфющая т же у из, но 
противоположное по знаку т; по этому ве суммы вида (171), заключаюнщия х въ не- 
четной а будуть равны нулю. Стало быть будуть равны нулю ВИ 
Ту, Лу, (112), (121), (103), (130), (301), (310). 

й такь, при симметричномь строенёи относительно плоскостей парал» 
дельныхь УЁ, тльло будет» имть 13 коэфишентовь упруости: 


4, А., Аь, В,, В,, Ву, (211), (081), (013), №», №, №, 1. 


2) Если строеше тъла имъетз такую же симметрю не только относи- 
тельно плоскостей параллельныхь плоскости УЙ, но и еще относительно плос- 
хостей параллельныхь плоскости ЁХ, то будуть равны нулю также и ть коэфи- 


щенты, въ которые входить у въ нечетной степени, а именно: 7’, (211), (031) и 
(013) и останется 9 коэфииаентовь, именно: 


4,, А,, 4, В,, В, В», №, М, №, 


отвуда видно, что тогда и плоскости параллельныя плоскости ХУ суть тоже плоско- 
сти симметрии. 


— 102 — 

Вох случаБ выражения (158) получаютъ слдующий видъ: 
М = №, (Ан №9) в (В,— №.) в, (В,— №) в, 
№М,= № (В.— №, вн (Азы №, вн (В— №) вв, |. - (173, | 
= Мо (В, МВ М+М, 
Т= а, (2В,-н №2 М) но, (М — М), 

Т= 9. (2Ву-- М №) -н в, (М — М), ре льььь 
Т—= 48 (Ву №9 №) н ©; (№ — №,)). 


`°3) Если строеше тёла иметь симметрию воругЪ осей параллельныхь оси 2-овъ 
тавъ что сферы радтуса о, окружающя каждую точку 2 тфла, имфютЪ сямметр!о во 
вругъ осей параллельныхь этой оси и проведенныхь черезь центрь сферы; 10 чис 
коэфишентовь упругости уменьшается еще на четыре. Въ саможь дфаЪ, тогда коэфи 
щенты упругости должны оставаться нелзмфнныхи при поворот плоскостей Хи Й; 
относительно тВла на произвольный уголъ вокругъ оси 7-овъ. Повернемъ эти плоско 
сти на прямой уголь, такъ чтобы новая ось Х-овъ совпала еъ прежнею осью У- 
а новая ось У-овъ съ отрицательнымь направлешень прежней оси Х-овъ, тогда новы 
координаты хи у’ будуть равны старымь у и —х и новые коэфищенты (№,°)', 4, 
(№), А,, В, будуть соотвфтетвенно равны старымь №, 4,, №, 4,, В,; но так 
какъ такой поворотъ осей не долженъ вовсе изинить величинь вефхЪ коэфищентовь 
то отсюда елбдуеть, что должны быть: 


ны 


Повернемь т же плоскоёти на уголъ въ 45°; тогда новыя хи у, которыя мы 
означимь черезъ т, и у,, выразатся въ прежнихь такъ: 


1 
ту), У, 
а потому новое Ву, которое должно быть равно прежнему В,, выразится такъ: 
т < 
Ву Ву= — бшффу = —ТЦифох— 5Ашффу 
--тУшфи ну, 
то есть: 2В,— А, — В, и отсюда: 4, = А,= ЗВ,- 


Такимь образомь оказывается, что тльло, импющее строеше однородное 
симметричное вокруз осей параллельныхь оси 2-065, имтетз 5 коэфишен 


утруости: 
№, №, 4», В, В. 


ИЗ 


Вь отонъ случаЪ выражения (153) позучають слфдуюний видъ: 


№М= № (ЗВ №) в (В,— №) вн (В — №в,, 

№,= №-н (В;— №) в (Ву №) + (В — №в,, }. (413, 1) 
№= № + (В — №) (в в.) -+ (А, №) вз, 

Т= 9, (2В-н №-+ №2) + (№— №) ©, 
То 9, (2В-- №- №) -- (№— №, 
Т:— 29: (Вз-- №). 

4) Если строеве однороднаго тфла не только симметрично относительно трехъ 
системъ плоскостей, параллельныхь плоскостямь координат, но крошф того одинаково 
по тремъ взаимно перпевдикуларнымь направленямъ, параллельных осямъ координат 
(тавъ что по направлешань параллельнымь оси Х-овъ строенйе ничфмъ не ‘отличается 


оть строввя по направлевямь параллельнымь оси У-овЪ и отъ строешя по направле- 
залмъ параллельныхь оси 2-о5Ъ), то тогда должно быть: 


ВЕ А КА 


Въ этомъ случа выраженя (153) будуть заключать только юри хоэфизента 
упруюсти А, Ви № и будуть имфть слВдующий видъ: 
№,= № (А-н №) = (В — №) (в.-= =.) 
№, = №-- (А-н №) в,+ (В— №) (е,-+=);..... (174, 1) 
№= №- (А-н №) вн (В — №) (в,-н ®,) 
` ь 


Т= 2 (В-- №), Ту 24, (В-н №), Ту= 29, (В -- №)..(114, 2) 


5) Отроеше однороднаго тфла называется изотроиныме, если оно одинаково по 
вефиъь направлевямь, такъ что симметрия строешя сферъ радлуса о существуеть во- 
вругь веякихь маметровъ и относительно всякихь дламетральныхь плоскостей этихъ 
сферъ. 

Въ этихъ случаяхь .4=3В п число коэфищентовъ упругости равно двумъ. Вы- 
раженая (153) принимают для изотропно-упрулаю ттла такой видз: 


№М= №--2Ка + (В — №0, Т= 24, К | 

№= №2 Ка, + (В — №0, Т=94.К........ (175) 

№М,—= № 2К,+ (В — №0; Т—= 29, К | 
К=В+ №. ь 


‚  Здсь К можно разсматривать кавъ одинъ изъ поэфищентовъ упругости, 
(В — №) — какъ другой; полуразность этихъ двухъ коэфишентовъ дасть величину № 
Изъ этихъ разсужденй и полученныхь формуль между прочимъ видно, что в 
тТВлЪ, инфющемь изотропное строеше, пли же строеше указанное въ пункт® 4-мъ 
стоящаго параграфа, предварительныя напряжешя во возхь точкахь тфла и на вел 
площади одинаковы и нормальны къ нимъ, такъ что эллипеоиды предварителы 
напряжений суть сферы. ^ 


$ 37. Раземотрье значенй двухъ коэФфишентовъ упругости и 
тропно-упругаго тбла. 

Предетавимь себ какое либо тло, которое въ предварительномь состоя 
иифеть изотропное строеше во вефхъ своихъ частяхь за исключенемь поверхностная 
наружнаго слоя. . 

На основан!и сказаннаго въ предыдущемъ параграф относительно однородное 
строен я, предварительное напряжене № внутри всей изотропной части тла должн 
имЪть одну и ту же величину. Между прочимь можемъ замфтить, что постоянетво в 
личины № вытекаеть также и изъ уравнений (135) параграфа 33-го, примфненн 
къ изотропной части тъла, такъ какъ онф въ этомъ случаЪ принимаютъ слдующ 
ВИДЪ: 


9№ 
=0, = 


Для того, чтобы внутренняя изотропная часть тфла имфла предварительное на 
пряжене № не равное нулю, необходимо, чтобы наружный поверхностный слой, им 
щИ неизотропное *) строеше, производиль на внутреннюю часть поверхностное напря 
жене, равное №. Слдуеть замфтиТь, что строе е поверхностнаго елоя можеть быти 
при этомъ не только не изотропнымь, но даже и не ‘параллельно-однороднымь. 


ностныя напряженя, которыя, черезъ посредство поверхностнаго слоя, передадуте 
изотропной части тёла. Спрашивается, каковы должны быть напряжения, испытывае 
мыя наружною поверхностью изотропной части тёла со стороны поверхноетнаго слоя, 
для того, чтобы эта часть тВла получила слБдующую деформацию: 


(гдё а, 6, с суть величины постоянный), и ВЪ этомь видЪ осталась бы въ око}? 
По формуламъ (175) предыдущаго параграфа мы найдемь, что при такой дефор 
мащи въ изотропной части тЪла разовьются слфдующя напраженя: 
№= №-+ 2Ка-+ (В — №) (ао), Т=0, 
№,= №-- 2КЬ-+ (В— №) (авс) Т=0, | хх 56а 


№ = № 2Кс + (В— №) (а 5-0), Т=0. 


*) Неизотроиное однородное строеше называется строешемъь зодотроннымь, 


5 > 


Эти напряжения должны удовлетворять уравнешямь равновфея, которыя полу- 
тся изъ уравненй (169) параграфа 35-го, если въ нихъ положить ускорешя рав-. 
ыми нулю (тавъ кавъ тВло находится въ поко}). Такъ какъ их силы не дЪй- 
вують на тЪло, то эти уравненя равновфейя будуть: 


ам. т ат, ат, ом, _ от, а, аи о 
9х Е ды == 0, = у“ =0.. (178) 


НЫ (177) удовлетворають этимъ дифференщальнымь уравнешямъ, такъ” 
какъ воЪ три 7 равны нулю и вс три № постоянны внутри веего тала. 

На площадки наружной поверхности изотропной части тфла должны дфйствовать 
слвдующия напряжешя со стороны поверхностнаго слоя; 


Х,= №, 05 Х), У, №, 05 6), = № 5 7), @19) 


тдв в воть нормаль къ наружной поверхности изотропной части тфла, направленная 
внаружу этой части. 

Раземогримь сначала такой случай, когда 6=е==а==а,, то Фоть вогда линей-. 
выя растяженя по вефмъ направленямь одинаковы и равны а,. 

Вь этомь случа наружная поверхность тва въ деформированномь состояни по- 
хдобна и подобно-расположена съ поверхностью тфла въ предварительномь состояши; 
то ще самое относится и ‚къ поверхностямъ, ограничивающимь любыя части гла. 

Кубическое расширеве единицы объема вещества равно За,; 0 = За. 

Ве три главныя напряженя равны между собою: 


М = М, = №= № 2Ка,+ 3 (В — №) = №. 


На площадки наружной поверхности изотропной части должны дИствовать нор- 
мальныя къ площадкамъ напраженя равныя М (на единицу поверхности). 

Если вычесть изъ М предварительныя напражен:я №, то получим прибавочныя 
папраженя (№ — №), подъ вляшенъ которыхъ тёло получаеть такую деформацию. 

Отношене между величиною прибавочиаго напряжения (№ — №) и величиною 
производимаго имъ кубическаго расширеня (= За,) называется обземнымь сотро- 
тивленемь вещества изотропнаго тВла или модулем сжимаемости; этотъ коэфи- 
щенть будемъ обозначать буквою В *). 


вм 


КВ №..............(480) 


| Продогавииь себЪ тепёрь что изотропная часть т испытала слЬдующую де- 
формацию: 


и— 0, 9—6.5, = 0, 
то-есть простой сдвигь параллельно плоскости УЯ по оби У-овъ (см. примвуъ 1-Й въ 
$ 24 на стр. 66-1). 
*) По анг йски этотъ коэфищенть называется: тезенее оЁ уо|ише. 
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По формуламъ (175) окажется, что при’ этомъ сдвиг разовьются слфдую 
напряжения: 
М= №= = М, Т= КЬ,, ==. 


Эти выраженя удовлетворлють дифференщальнымь уравненямь (178). 
Предположимъ, что наружною поверхностью изотропной части твла служать дв 
плоскости, параллельныя плоскости У; къ этимъ плоскостямь должны быть прило- 
жены слВдуюния напраженя: 


Х,=№, У,=КЫ,, ,=0, тамъ дв 008 (в, Х) = -=1 
Х,= — №, У,= — КВ,, 2,=0, „ , 0 (Хх) =— 1. 


на единицу поверхноети. 

Отношене между величиною прибавочнаго тангенщальнаго напряжения и величи- 
ною сдвига имъ производимаго, называется простою твердостью или сопротиивленема. 
сръзыванйю (Заре теслаНу, гезйапее 40 звеагте), или модулеме твердости; изъ 
предыдущаго видно, что модуль твердости равенъ К. 

Возвратимея снова къ деформащи (176) и на этоть разъ предиоложинъ, что. 
изотропная часть тВла есть призма, длина которой параллельна оси Х-овъ, или ци- 
линдрь, параллельный этой оси, и что с = =, @ = аз. 

Кубическое расширене при этомь будет: 9 = а;-= 26,, 

Въ формулахъ (17$) замбнимь теперь коэфищенть (В — №) разностью 
(В— 5 К) (согласно съ формулою (180)), тогда; въ примбнени къ настоящему слу- 
чаю, он получать сльдующий видъ: 


М=М№-+- Ка, +(В—1 К) (+2)... ее 
№=№= №-+-9%,+ (ВК) (в) =М... 


‚ В поверхноетямь плоскихъ основашй цилиндра или иризиы должны быть при 
ложены слбдующия напряженя: 


Х,== М, У,=2,=0, 


тд верхнй знакъ относится къ тому основан!ю, на которомъ сов (№, Х) = -н 1. 
Кь боковымъ же поверхностяиь цилиндра или призмы должны быть приложе 
нормальныя напраженя величины №. 
Еели въ боковой поверхности не приложено нормальныхь добавочныхь напряже-. 
вый, такъ что М — №= 0, то отношеше 6; къ а, опредфлитея изъ равенетва (182), 
сдфлавъ въ нешь № равнымъ №; изъ него получинъ: 


в _ _ 188—295. 
в 2 38%ЁЕ 


Это отрицательное количество, выражающее величину отношеня между по- 
перечнымх линейным: сжатием» и продольнымь линейнымь удлинетеме вещества 
призмы при приложени къ концамь ея растагивающихь ее напряженй, будемь 0б03- 
зачать черезъ — х. 


8 _ 138— 


а: . (183) 


Замфнивъ 6, черезъ (— ах) въ выражеши кубическаго расширешя 0; единицы 
объема вещества приамы и въ выражении напряжения №,, получим: 


кю ИВА в: (184) 


п. ЭВКаз . 
№-+- зи К 


Величина отношеня между прибавочнымь напражентень (№,— №), удлинняю- 
щимъ призму, и величиною удлинненя а, единицы длины призмы, называется Юнто-° 
вымъ модудемь или модулем» упруюсти вещества призмы. Модуль упругости мы бу- 
демь обозначать черезъ Е: 


Если бы та же призма была подвержена дЪйствю прибавочныхь напряжений 
(№— №), приложенныхь не только къ основашямь призмы, но ко всей наружной 
° поверхности ея, то вещество призмы получило бы кубическое расширеше 0 равное: 


т. в. втрое больше 0. 


Сопоставимь теперь все то, что можно сказать относительно значешя коэфи- 
щентовъ упругости Ж и (В — №) изотропнаго твла и относительно величинъ А, 
хиЕ. 

К есть модуль твердости изотропнало тъла и выражаеть величину тан- 
ленийальнало напряженя, которое должно приложить к5 параллельным между 
собою наружным ранямг тъла для тою, чтобы сообщить ему простой сдвил» 
величины равной единиить. Модуль твердости, имя измБреня напряжения, можеть 
быть выражен динами, дфленными на квадратный сантиметрь; такъ, напримврь, мо- 
дуль твердости мди равенъ: 


(грамыт) 
4,47.10% (сантиметръ) (секунда) ` 
8* 


мы того, чтобы сообщить мфдному пласту р сдвигъ, пуб вели 
2 10'= 0,0058, надо приложить въ каждому квадратному миллиметру поверхности 
пласта естощее тантенщальное напряжене, выраженное въ в$еЪ килограмма: 


и .58.10 килограниовь = 26,4 килограмиа. 


В есть модуль сжимаемости или растяжимости изотропнало ттьла и въ 
'ражаеть величину отношеня между давленемз, которое надо приложить 
каэкдой единиить наружной поверхности зтьла, чтобы сообщилть ему одинаковое 
линейное сжатёе по всъмь направленямь, и величиною получающелося пода 
кубическало сжатия единицы объема, тльла; обратно, для произведеня такого куби: 
ческаго расширеня надо приложить такое же натажеше къ каждой единиц поверхно- 
сти. Величина модуля сжимаемости тоже выражается динами на квадратный санти: 
метр, такъ кавкъ кубическое сжал!е и расширене единицы объема выражается чис- 
ломь отвлеченных. 9 

Тавъ, для нфкотораго образца стали: 

В= 1,84.108 


ти анти - 


каждому квадратному миллиметру наружной поверхности слдующее давлене въ кило- 
траммахъ: 3 


г 10 килогр. = 0,188 килограмма. 


Е, модуль упруюсти, пыфетъ сльдующее значене. Если къ основашямь приз 
матическаго тла будуть приложены нормальныя натяженя или давленя, а къ боко- 


стагиваться (при натяженяхъ) или сжиматься (при давленяхь), Отношене между 
величиною натяжешя, приложеннаю кз единииль основанй призмы и величино 
получающелося толда растяженя единицы длины призмы представляетг вел 
чину Е; для произведеня линейнаго сжатйя той же величины надо приложить т: 
ве давления. Такъ какъ линейное растажеше единицы длины выражается отвлечен- 
нымъ числомъ, то измфренбя модуля упругости т же что и прочихь двухъ модулей. — 
Для нкотораго образца стали: 


Е= 2,14.10° ее 

Чтобы произвести линейное растяжение въ 0,001 этого тфла, придется прило- 
жить въ каждому квадратному миллиметру основанй призмы слфдующее натяжене в з 
виллограммахъ: 


ее 10° килогр. = 21,8 килограмма, 


х есть отношене величины поперёчнало линейнало сжатия кз величинь 
продольнало растяженя или отношене величины поперечнало линейнато расии 
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решя ко величинь тродольнао линейнало сжатия, проистодящиить в призм при 
обстоятельствать только что указанныхе, т. ев. при растятиваи или сжалм | 
призмы напряжевями, приложенными къ основашяжъ ея; х есть отвлеченная дробь. 

Зная дв изъ четырехъ величинъ К, В, Е, х*), можно вычиелить дв друпя 
по елфдующимь формуламь: ; 


ЕК ЗВ (1—2) =ЭК (1%) .....:.-.(486) 
Е эк 1+» ЕК 
Е За 5 = 8—2" -.. 187) > 
ВК 1 Е\_Е 
: ® — 2 68- К) 5 (1 ) а: о (188) 
К Е З81— _ ЗЕВ 


2(1-*) 2 1х 9Е—Е* 


Другой коэфищенть упругости изотропнаго тзла можеть быть выражень въ 
двухъ изъ четырехь предыдущихъ величинъ такими формулами: 


2 88—Е __ ЗВ» 
В МВ КВт: 


ЕЭК __ ЭКх Ее 
Кзк-Е=т— аа... .. (190) 


Зная оба коэфишента упругости можемьъ вычислить предварительное напраже- 
не №: 


ЩЕ В _ Е1—4* _ К5К—2Е) 
К ЗК Е:-°....:...(494) 


+) Приводимь эдБеь указаше относительно того, какими буквами и знаками обозначены 


эти величины въ вЪкоторыхь наибозфе авторитетныхь новЪйшихь сочинешяхъ и статьяхь по 
твори упругости: 


к Вв-№ Е в х 
Сацепу, Ехегсйсев \)..... А, Е — — — 
Роввот, Мётойтов 2) аки АЗ ее = = 

‚ Татё, Тъбоне де Р&авйеназ)... в ` Е т ых 
Базтё- Уемат, Вёзитб 6Е Ме ь 

шойез +). 9: 5 Е = ЕН 
СТеозёл, Лазне а Р та Е я в 
Кисйиор, Меелапйс № эко > = = 
"Тпотвот, Мазита] РЬПозорВу ъ Ел м ъ с 
гут, Тиеоме еазёвевег я 
т АО Г = Е е 1. 


1) СаисВу, Ехегстсез 4е шабвёшайие, Ш-ше апиёе, 1828. ы 

2) Ро1зв0п, Мёшойе зпг Гедайге ее шоптешепе дез согрз &]азИпез; Мешойез 4е Рш- 
зёнлы. Т. УШ, 1829. опти. 4е Рёсо]е роу4есвп. СаБег 20, 1831. 

3) Гаше, 6сопз зиг 1а 6ёоме пыиьбшанцие де РаазИсИё дез согрз зоНаез, 1852. 

4) Зап" Уепапе, Вёзшие 4ез Гесопз...., Вбзйиаисе 4е5 согрз зоН4е р. Мамег, 1864; Мё- 
шой зи 12 огоп 4ез рвшез (Зауализ @егапсегз, Т. ХГУ) 1853, Мёшойе зшг 1 Яежоп 4ез ризшев 
(Фоцгва] дез шабвёша ие, р. ГлоцуИе, Т. Т, зёче 2) 1855, 

5) СЛеъзев, Твеоме дег ЕЛазёсИвЕ {е5ег Когрег. 1862. 

8) КисьВой, УоНевиохет афег шаетазсве РВузк, 1876; безашиие АЪЪашаншиеи, 

2) \. ТЬошзоп зп4 Тай, Тгеайве оп Матшга! РЬйюзорву, Уо1. И, 1883. 


Отсюда видно, ‘что если бы предварительное напражение было равно нулю, 
было бы: \ 


В=ЗК, ЕЕК, *=0,25......... (492 


Приводимъ таблицу величинъ модулей для различныхь тфль, извлеченную 
книги: Еуегей, Из ап4 раса] сопзбатйз. 1879. 


. Плотность с к Е 

Флинтглась..../.. 2,942 0,240.10 0.418103 0,603.10 
Латунь (провол.).. 8,471 0,366.10 — 1,075.10 
таль. .т....... 71,349 0,819.10° 1,341.108 2,139.10% 
Жельзо 0,769.10 1,456.10 1,968.108 
Чугун. 0,532.10° 0,964.10° 1,349.104 


В 0,447.10 1,684.10° 1,234.108 


Если изотротное тъьао будет» подверинуто одинаковому (по всей ею по: 
верхности) давлению или натяэженйо величины Р’(ва единицу поверхности), 70. 
каждая единица езо объема получит» кубическое сжатие или расширене вели- 
чины (Р: В), причем линейное сжатие или растяэжене по всъмз оо 
будеть равно (Р:3В). 

Если изотротное ттьло, импющее видх призмы или И будет» под. 
вержено натяженямь, приложеннымь кз ею основаняме, причем кз каждой’ 
единицль поверхности будет» приложено натяженёе Р, то’линейное удлиннене 
единицы длины, параллельной длин призмы, будетз равно (Р: Е), линейное сжа- 
эще единицы длины по всякому направленгю, перпендикулярному кз длин призмы: 
будеть равно (Рх:Е) и вещество таьла. получит» кубическое расширеще ра 
ное (Р:3В,) на единицу объема. Если нормальныя напряжешя Р на основанёя. 
призмы будуть давлешями, то линейное продольное сжатие будетз (Р: Е), ли- 
‘нейное поперечное расширенёе будет» (Рх:; Е) и вещество зтъла получить *у- 
бическое сжатие (Р:ЗВ) на единицу обзема. З 


$ 38. Формулы Грина, выражаюния зависимость, между напряже“ 
нрями и давленями, 

Формулы (153) стр. 93, выражающя зависимость между напраженями и дефор- 
мащями тфла, были выведены Коши*) тавимъ образом, какъ показано ‘въ 8 34-и®. 
Зь $ 85 приведен другой выводъ этихъ формулъ, исходя изъ начала д’Аламбера. = 

Гринъ даль друмя формулы, выражающуя зависимость между напряженями и де- 
формащиями **). Эти формулы онъ выводить изъ начала д’Аламбера, предполагая, что 
‘потенщаль частичныхь силь, дЪфИствующихь на каждый олементь деформируенато 
тьла, ость функщя оть коэфишентовъ чистой деформащи элемента, такъ что ще 
щалъ вовхь частичныхь сить на себя будетъ: 


= п=- ||| (зьь, 25,, 5 28) хат :.... 


*)  СеВу. Ехега Ехегс1сез 4е Ма: шаНанез, 4-ше апибе, ' 
+* ) беогие бтееп, Оп \е Гаууз оЁ 1Ве Вейехоп ап@ ВеёгасНов о та о Во сотой вт. 
асе оЁ 40 поп — сгуза ей Мейн; Оп ве РгорадаНод ой ТлеВь ш сгузаШией Мей. Мавешай 
сд] Рарогз 0Ё @. Отеёи, едНей Ъу Кегтега, Гоп. 1871, Масш! ап апа 


у 


ди 9% до де 9% арх и 
бою 6 ду» 8 диз 25 ду + 22° 2—9 ее Эк Я а- 


Разложивъ ф по возрастающииь степенаямь ничтожно-малыхь величинь наи 
пренебрегая членами, заключающими третьи и высшйя степени ихъ, можемь въ выра- 
жени (193) оставить вифето ф сумму: Ф-+ $, -+ Ф., ГДВ Ф, не заключають величинъ 
виз, ф, есть линейная функшя, а о,— однородная функщя второй степени. 

Поэтому варьящя отъ И выразится тавъ: 


#8п = = | [<= 8.) ах у 42. 


Здьеь 5Ф, есть линейная функшя отъ де,, де., 8е,, 282., 285,, 282, въ по- 
стоянными коэфищентами. Когда тло находится въ предварительномь состояи въ 
покоф, при отеутств?и веякихъ внфшнихь силь и напряжений, тогда доджно быть: 


0 = [|= ахауае 


и слвдовательно коэфищенты первыхь степеней величинь е и © должны быть равны 
нулю. 


` Изъ этого елфдуетъ, что ЗП должна заключать подъ ивтеграломъ. варьяцио отЪ 


функции =. второй степени и однородной относительно величинъ е и 5,’ съ постоянными 
коэфищентазии. 


И такъ по Гриву; 
гп=— [= ее. (194) 
тдЬ: . 
29: Авг ЗВуве-н 2Вуве:-= 4Нез,-- АК а 
— А-а Вев- АГ, -- 4Нод,-+ 4Кее-- 
= Ав 4Ёьв-- Гос -- 4Ноез-- 
46,5 ВЕ -8Е ен 
а 44.5288 5.5. 
= 4:5. 


Сравнивъ данное Гриномь выражене для ЗП съ выражещемь (166, 625), приве- 
деннымь въ паратрафВ З5-мъ на стр. 99 (гдв-© есть сумма, выражаемая формулою 
(167 525), ножемь заключить, что Триновы формулы для напряжешй имфють сл 
дующй видъ: 


— Иа — 


г №М= Ав В+ Вы Ну = Кд. Ку, .....(195, а) 
№, = В А, Ваз 219, ЭНд,-+ ЭК,дь .... (195, 6) 
№= Ва Вы Ау ЭТ, ЭТ ЭН, ....- (195, ©) 
Т, = На, Туз Ге 29,4. 2Е0,-+ 2Ез .....(195, а) 
Ка Ни Ра За,- Ед, ..-. - (195, 6) 
Т,= Ки, Кв, Ну .-+ Е -+ Ра, + 26, ..... (495, Р). 


и заключаютЬ вЪ себ 21 коэфищенть упругости. к 
1) Если вещество тВла инфеть симметричное строеше относительно плоскостей. 
параллельныхь плоскости У, то выражене ф, не должно измфнить своего вида при 
перемВнЪ направлешя оси _Х въ прямопротивоположное; но если мы сдЪлаемъ эту пе- 
фемфну, не измёняя направленй положительныхь осей Уи А, то это повлечеть за, 
собою измБнеше знаковъ величинь ми т, а сядовательно изибнене знаковъ величинь, 
9. Ид. Поэтому, въ случаЪ такой симметри, коэфищенты упругости: К,, К,, К, 
>, Нь, Та, В, Ез должны быть равны нулю. з 
2) Воли существуеть симметр!я вещества также и относительно плоскостей па-. 
фаллельныхь плоскости ХХ, то должны быть равны нулю, кромё вышесказанныхь, 
еще коэфищенты: М,, 1, 1, Е, такъ то тогда останется 9 коэфищентовъ: 


А,, 4,, Ав, В,, В,, В,, <, 6,, б., 


отвуда видно, что тогда и плоскости параллельны ХУ суть тоже плоскости сим- 
метр. 

3) Ботда строеше тьла ихфеть симметрию вокругь оеей, парзллельныхь оби 
2-овъ, то тогда, вельдетве тождества строешя параллельно осямъ Хи У, должны 
быть сльдующия равенства между коэфищентами: 4, = 4, В, = В,, @,= @.. Кром 
того величины коэфищентовъ упругости не должны измфнаться при поворот® плоско-. 
стей 2У и 7Х ва какой бы то ни было уголъ вокругъ оси 2-овъ, а, въ частности, на’ 
уголь въ 45°. Сдфлавь такой повороть и означивъ новыя оси черезь =, У, коорди- 
наты относительно этихъ осей черезъ Е, у, проэкцш на вихъ перемфщен! точекъ че- 
Тезь и и и линейныл удлинненя по нимъ — черезь =/, в„, & коэфищенты сдвиговъ 
при новыхъ осяхъ — черезь (у, 0,, 03, мы найдемь, что: 


в =" ’ Г-Н &5' @ ЕАО 
В — 9, = з 9, = 
ян 
а, ии, Зуев, 


и тогда окажется, что: 2@:= 4,— В... к. 
Поэтому, въ случаВ симметрии строешя тфла вокругъ направлен:й, параллель: 
ныхь оси -овъ, функшя ф‚ будеть имфть слфдующий видъ: 


29; = В; (ы-н ьу-- Авер ЭВ (вне) в-= 
48 (92-9) + 206, (в? в? 243)....... ... (196) 
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4) Если строеше вещества не только симиетрично относительно трехъ сиетемъ, 
костей, параллельныхь плоскостямъ координатъ, но Броив того одинаково по на- 
ещямь параллельным везмъ тремь осямъ, то должны существовать сллующя 
енства, между коэфищентами: 


ААА, В, В, В,, @,- = в; 


ога: 
Эр А (вена ер) +49 р-он) +В бане авнвю). (197) 


5) Наконець, въ случа изотроши должно быть: 26' = 4 — В; останется только 
ва коэфищента, въ качеств которыхь можно удержать Ви @; тогда фунвци Ф 
будеть и слфдующй ВИДЪ: 


29.= Вб?-- 24 (ЕР = Ан вн 30- 292 24)...:.. (198) 


Выражешя (195) для изотропнаго тла получать поэтому такой видъ: 


№=20:,+ Вб, Т,= 264, | 
М,= 26, Вб, Т.—= 204, 


№= 24+ Во, Т,== 26% 


Разница между этими выражениями и выражеями (175) заключается только въ, 
тонъ, что здфеь нётъ предварительнаго напряжешя №, выфето К здфев С и вифето 
— №) здьь В; поэтому @ въ формулах (199) означаеть модуль твердости К; а 

В равняетея (в — = к) 


$ 39. Сравнеше Формулъ Коши съ Формулами Грина, 

Сравнивъ формулы Коши, полученны въ $$ 34, 35 и 36, съ формулами Грина, 
полученными въ предыдущемь параграфЬ, мы должны обратить вниман!е на то обетоя- 
тельство, ‘Что вЪ первыя входять ©, ©,, оз— угловыя перемфщеня элементовъ ве- 
щества, между тфиъ какъ эти величины не вошли въ формулы Грина велЪдетве едЪ- 
заннаго при ихъ вывод предположения, что потеншаль частичныхь силь каждаго 
элемента независить оть его угловаго переифщеня. 

Это разлие между формулами Грина и Коши теряется, котда ихъ примфняемъ 
ЕЪ изотропно-упругимь тфламъ или къ тфламъ имфющимъ такъ называемую кубиче- 
скую изотрошю, то есть въ тёмъ, строеше которыхъ тождественно по направленямъ 
параллельнымь тремъ осямъ координать и объ которыхь было товорено въ пунктахь 
4-хь параграфов 36-го и 38-го. 

По отношенно къ этимъ тфламъ остается еще одно разлише между формулами 
Коши и Грина: въ первыя входить предварительное напражеше №, которое не вхо- 
дить во вторыя. 
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Въ настоящее время представляется еще пока преждевременнымь входить в? 
теоретическое изслфдоване вмявя предварительныхь напражен! и поверхностн 
слоя въ явленяхъ упругости. Въ сльдующихь главахъ этой книги я буду пользовалье; 
преимущественно формулами Грина. 


МЕ 
0 равновфейи упругаго тёла. 


$ 40. Величины, опредъляющия состоян!е деформащи тфла. | 

Зъ параграф 38-мъ при вызодЪ форнуль Грина было предположено, . что по, 
тенщаль частичныхь силъ а элемента тфла зависить только отъ величине 
=, &., 6: 29,, 29., 29, опредфляющихь чистую деформацию. 
х Посмотришь теперь, насколько деформированное состолнйе веего твла будеть 
опредфлено, если будугь даны величины =,, е., ез, 29., 29., 29, ВЪ видЪ фунеци 
оТЬ 2, у, 2, для вебхъ точекъ тфла. 
Положимь, что мы нашли нЪкоторыя функцщи м, ©, 2 оть 2, у, 2, удовлетво: 
фаюния уравненямъ: : 


Спрашивается, нельзя ли найти еще кавя либо другя функции %,, ©;, №, 
2, у, 2, удовлетворяюния тЪмъ же дийференщальнымь уравнешяиъ, и отличаюлия 
оть первыхь? 

Если это возможно, то разности между ними, то ееть (и— м), (#—6)), (@&@—и 
которыя мы означимь черезъ и, 7, и ш,, должны быть фунешями отЪ х, 9, 2, 00 
влетворяющими слфдующимь дифференщальныхь уравненяиъ: 


— ди» д. 
а 0 ду в — 0: 


Взявъ отъ перваго изъ уравнений второй строки производную пох, оть вто 
раго — производную по зу и отъ третьяго — производную по 2, будежь имфть: З 


ди, 06, ди; _ бы, 02, ть 
22 = дн == 0: дуб + бабу == 0; дз ды — 0: 


са И : 


Сложивъ первыя два изъ полученныхь сейчасъ равенствъ и вычтя третье, най- 

› что вторая производная отъ 0; по 2 и по у равна нулю; поэтому должны быть 

иже равны нулю и дв друмя вторыя производныя, заключающияся въ составлен- 
ть сейчаеъ равенствахъ. 

Далфе, путемь дифференцированя, изъ уравненй (201) окажется, что вов безъ 

влюченя вторыя производныя отъ ,, 9,, 22, по 2, у, 2, равны нулю. Отеюда сл- 

дует, что веб первыя производныя оть м,, 0,, №, по 2, у,2 суть величины постоянныя. 

Такъ какъ, на основани уравненй (201), три изъ этихь частныхь производ- 

зыхь перваго порядка равны нулю, а остальныя три по двЪ равны и прямо-противо- 

положны, то функщи м., и, №,, удовлетвораюнщя уравневямъ (201), должны имъть 

слЪдующий видъ: 


и, ан 28 — 91, = + 2—2, ис уа—28....(909) 


ТАВ @, 6, с вуть величины (и, ь)з (#3), 2). для точки, предварительныя координаты 


отОрой буть я — 0, у=0, 2=0, а постоянны а, 8, \ яиють слёдующия зна- 
ченя: 


д 9 д 


т. в. 510 суть нбкоторыя угловыя перемфщенйя, одинавовыя для воъхъ элементовъ 
 тЬла. 

Величины м., 0, 20. суть проэкщи тЪхь перемфщенй, которыя совершать точки 
тьла при произвольномъ ноступательномь перемфщени а, 6, с, соединенномь съ пово- 
`ротомь всего тФла на ничтожно-малый уголь вокругь произвольной оси. 

Отбюда видно, что функиём отз 2, у, 2, выражаюция в,, е„,зз, 29,, 29., 29, 
этоднь опредъляють нькоторую ничтожно-малую деформашийттьла. 

Если закрёпимь: кавую либо точку тфла (примемь ее за начало координат), 
васательную къ какой либо лини, проведенной черезъ эту точку (направлен!е каса- 
тельной примемъ за ось Х-овъ) и касательную плоскость въ какой либо поверхности, 
проведенной черезъ ту точку и черезъ ту линшю (примемъ эту плоскость за плоскость 
ХУ), то этимь будеть обусловлено, что а, 6, с, а, В и`у должны быть равны нулю. 
Эти услошя можно выразить нижеследующимь образомь, взявъ за оси координать 
тлавныя оси деформациг закрфпляемаго элемента. 

При 2 = 0, у—=0, 2 = 0 должны быть: 


о 2:20) 


02. 


Въ самомь дЪлЬ, такъ какъ закрФиленная касательная должна совпадать съ 
овью Х-овъ, то переифщеня по ови У-овъ точекъ, взатыхь на лиши вблизи начала 
воординатъ, должны быть безконечно-малыми величинами высшихъ порядковъ малости, 
тех (*), должно быть равно нулю; подобнымь же образомъ увидим, что закуёиле- 


не касательной плоскости требуеть, что производныя оть 20 по 2 и поу были бы 
равны нулю@зь начал» координатъ. 


} И 


$ 41. Диоференщальныя уравненйя втораго порядка, которымъ д 
ны удовлетворять =1› =„, =, 29:, 29,, 29;- 

Если бы мы имфли не ТОЛЬКО в, =., ва, 29:, 29., 29%, но и еще 2,, 20., 2% 
выраженными въ функщяхь отъ 2, у, 2, то пришловь-бы опредфлять 1%, 0, № по иво 
щимел выраженамъ ихъ первыхъ производныхъ: 


== “1 = — 9 

дн 9% 

ду — 9 93) ду 83, 

ди 9% дю ь. 
рт ОЕ бе На Е 53 ) 


Функщи 2, Е,, 8, 01, 9, 933 ©, ®., 93 ие могуть быть заданы по произв 
для того, чтобы =, 9—3; 9+ ©, были дЪйствительно частными производными 
2, у, а отъ одной и той же функщи и, необходимо, чтобы онф удовлетворяли слёдую 
щимъ тремъь дифференщальнымь уравнениям: 


00:06; 09 


ды, _ды 0, — 008 _ ды 
8 № ... (205, 


07 — 02? бу 0 


Подобнымь же образомь составимъь еще шесть дифференщальныхь уравне 
перваго порядка, которымь должны удовлетворять эти функиш: 


и: ды: 00: да, — 008-008 098; 0%: 06 
9 — 902 д - 08 № 02? бу № ду о. - (205, 


09, ды 065 4; 09% 0% 00 ды д дв 
05 в — ду? др — 08 00 9 0 | 02° 
’ 


Такова зависимость между частными производными т5хъ фунещй, которыми: мо. 
тугь быть =, ди о. 
Эти уравнешя (205) могутъ быть рёшены относительно частныхь ироизводных’ 
отъ ©, о,, ©; сдБлавъ ото, получимь восемь слфдующихь равенетвъ: 


ды, 00% _ 0 ды 09 дез диз 093 __ да 


ду — бо 0} 2 01 02? т 02 бу 


ее —_ 5 ди д бы 0 08 0, 00а 
02} р 02 00? 0 0 


до 09: 293 95: 09: _ 09 
07 д 08 09° № = 


и еще одно, девятое, которое можно предётавить такъ: 


м 0...5::...1..:.41..008 


251 
05 


Три изъ восьми первыхь равенствъ т. частныя производныя оть ©, по 
2, 2. Составивъ изъ нихъ два выраженя для 2 5 р и приравнавъ ихъ, получинъ 
еренщальное те (207, 1), приведенное ниже; составивъ же по два выра- 
па для ты И ДЛЯ д, = у МЫ получижь уравненя (208, 3) и (208, 2). Далфе, подоб- 
'ъ же образомь отъ ее чаетныхь производныхь оть ©. по 2, ун г полу- 
дифференщальный уравнешя (207, 2), (208, 1) и опять полученное уже (208, 3). 
конець, составивъ два выраженя для , получииь дифференшальное уравнеше 
207, 3). 


а. (207, 1) 
ар (207, 2) 
о .. (207, 3) 
и (208, 1) 
о (208, 2) 
в - (208, 3) 


Этижь шести совокупнымь дифференщальнымь уравнешямь втораго порядка 
должны удовлетворять тЪ функщи, которыя должны выражать собою линейныя удлин- ^ 
веня п сдвиги элементовъ сплошнаго тфла, получившаго ничтожно-малую деформацию. 

$ 42. Уравненя равновфейя упругаго тбла. 


Для того, чтобы упругое тфло могло быть въ деформированномь состолни въ 
покоф, необходимо, чтобъ къ нему приложены былй объемныя силы и напряженя, 
опредзляемыя изъ слбдующихь уравненй равновзедя упругаго тфла 


=0, ] 


НИ (169,5) 


п (170) стр. 100 $ 35-го. 

Уравношя (169,625) получены изъ уравневшй (169) стр. 100 параграфа 35-го, 
ПОЛОЖИВЪ ВЪ НИХЪ и, ®, 0 независящими оть времени и отбросивъ члены, заключаю- 
ия произведешя изъ величинъ =и д и’ихъ частныхь производныхь (пренебрегая та- 
ими членажи мы замфнили: х, у, дис, через 2, у, 2и 0). 

Если будуть заданы силы и напраженя, приложенныя къ упругому тёлу, то ура- 
внеш (169, 625) и (170) вифетв съ дифференшальными уравневшями (207, 208, 200) 
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и условиями (203) должны послужить для опредфленя того деформированнаго сое 
ня, въ воторомъ должно находиться упругое тфло подъ вмявемъ этихъ вилъ. 


$ 43. 06бъ устойчивости внутренняго равнов5ейя упругаго тбла. 
Если къ тЬлу неприложено никакихъ объемныхь силъ и дЪйствемъ вифшни 
запряженЙ оно приведено въ деформированное состояне, въ которомь вс точки е 
поверхности закуплены неподвижно, то внутреннее равнове1е его, по началу возмо 
ныхъ перемфщен!И, должно быть таково, чтобы варьящя отъ потенщала 1 возхъ 
стичныхь силъ равнялась вулю, 
Для устойчивости же равновфейя консервативной системы необходимо, чтобы п 
тенщаль ел былъ максимумъ въ положени равновфейя *). 
По формуламь же Грина ($ 38) потенщаль упругаго тфла, за вычетомь членов? 
нулевой степени относительно в,,=,, 2з, 0., 9, 93, заключаеть подъ интегралом 
однородную функцию второй степени относительно этихъ величинъ. $ 
Для того, чтобы интеграль: 


. пп |444»... 


быль маконмумъ, при всякожъ видф закрьпленной поверхности, необходимо, чтобы 9 
была такою однородною функшею втораго порядка оть шести вышесказанныхь вели 
‘чинъ, которая была бы положительною при всякихъ значеняхь этихъ величинъ. — 

Это требуетъ, чтобы величины коэфищентовъ упругости удовлетворяли н%кото- 
рымъ условямь, число которыхъ при отсутетыи симметрии въ строензи можеть дос: 
тать шеети; эти условя таковы. **): 


д. ВВ 
А,, Ву ое 

А. > 0, ии >0, | В, А, В | >60 итА 
ты Вь:В,, 


Въ случа кубической изотроши эти условя будуть: ь 
А> 0, 4*— В > 0, 43— ЗАР-+2В > 0, 9>0. 


Въ случа полной изотроши, если вмфето А подставимь 2@' -н В, то, на оено: 
ванш четвертаго услов1я, найдемь изъ третьяго, что должно быть 2 ЗВ >> 0; пер- 


*) Стр. 786 кинетической части курса аналитической механики. 
**) Всякая однородная хункшя втораго порядка отъ сколькихъ бы то ни было величине 
же ев 
и 
=> Знать 


= Е 
можеть быть, какъ показалъ Якоби, приведена къ сафлдующему виду: 


0, 0: 


2 Пе 0,2 
д т 


— энЕьаты . 
ЕЕ Рп—1 2 


= 


Е 


и второе услове (которыя получать такой видъ: 2@-В>0, 9 В>0) тогда, 
положительныхь. @ и 24+ 3В, будутъ удовлетворены и подавно. 

Такъ какъ 3В = В — 2Ки = К, то условя устойчивости изотропнало 
требуют», чтобы оба модуля К и В (твердости в сжимаемости) были 
экительными. 

Ели коэфищенты упругоети удовлетворають условямъ устойчивости, то ри 
тпленной поверхности и при отсутстваш объемныхь силь тльло можете на- 
млться только в5 одном внутреннем состоянйи равновъьсёя. Чтобы убЪдиться 
этомь, положимъ, что существують два тавля состояня деформаци, одно, при ко- 
м 1, ©, 0, Е Ид Суть: 


ь (и), (5), (№),; (©), (©). - - - - @ 


другое, при которомъ онф суть: 


(&),, (0), (№), (в), в)». ---- (9:);; 


поверхноети твла объ системы значенй тождественны. 

Означииь черезъь м, 9, №, =,,..-.9, разности ихъ, т. @.: (4), — (и), › 
'®),— (6),,....пт.д. 06% системы величинъ =, д должны удовлетворять уравненямь, 
завнове1я, а потому разности ихъ должны удовлетворать уравнешямъ: 


эм, от, от, от эм, ат, 
на 0 к 0, 
в от Томи. - 
те ду На - 0, 
126 №, №....Ть есть то, во что ‚обратить №,, Х.,....Ть черезъ замфну вели- 


ИНЬ 61, 6.,... -0з ВОЛИЧИНАМИ &,,5.,....4. . : : 
Помноживъ первое изъ этихь уравнений на №’, второе на ©’, третбе на №’, взявъ 
чумму, помножимъ на элементь объема п возьмем интеграль по всему объему; произведя 


тХЬ рр и О; суть слёдующе опредфлитези: 


14 
Ч, Ч - пуль 9, Н д, 
гм 
бу» Ча. + Чл баз, --- 64 р, 


а, 41... вр аш, взр. - 


См, статью: бъег еше ейешепаге Тгапзогта оп етез 1 Велла ап уейез уоп 26} Уама еп- 
зушешев Нпеагеп пп Воторепеп Апзёгискз. Въ ТасоЪгз хезашшене \Уегке, Вапа ПТ, 3. 583—590. 
'Изъ этой Формузы видно, что 7 будетъ положительною при всякихъ 21, 2,,..„.2и, если: 


т>0, 2. > 0,......рп> 0. 


затфиъ преобразоваше интеграловь по формулажь $ 10 и принявъ во вниманйе, ч 
на поверхности #', ’и м’ равны нулю, получимь слЪдующий результать: 


[окись миль мысе заручетриз тд) 0-0, 


или, что то же самое: 


Ты“: 


Но Ф, есть квадратичная функця, которая при услови устойчивости ие мо 
быть отрицательною, поэтому интеграть можеть быть равенъ нулю неиначе, какъ 064 
Е, 6. 68, 01, 9.93 равны нулю во всемъ тЬлЬ; слЬдовательно двухь различны 
состоянй внутренняго равновЪея быть не можетъ. 3 

При дВйстваи ве внышнихь объемныхь силь и при свобод% наружной поверх 
сти, тфло, подверженное внфинимь напряжешямь, можеть пифть и неустойчивый © 
стоящя деформащи и можеть имёть несколько положений равновфея. 


&5, 20. 29., 24,) 40 =0 


УП. 
Нёкоторые примфры рёшенй вопросовъ о равнов5ем изотропно-упругаго 


$ 44. Однородный изотропный цилнидръ, подвергаемый продольном 
растяженно или сжатию. 

Начнемъ еъ изложеня простЪйшаго принфра, въ которомъ задается лофории 
твла. Этоть примбуъ уже отчасти былъ раземотрьнъ въ $ З7-мъ. 

Предположинъ, что изотропное тфло есть призма или цилиндуь, неподверае: 
объежнымь силам, а только поверхностнымь напраженямь, велвдетве дЪйствя 
торыхъ точки его получили слдующуя переифщеня: 


и— ах, =, и= 08, 


тдв а, 6, с — величины постоянныя. Предполагается, что ось Х-овъ паралле: 
длинь призмы. Требуется опредфлить, кавыя напраженя должны, быть приложены 
поверхности призмы. 

По формуламь (175) стр. 103-й найдемъ, что напражешя Х,, 7., 1, 6; 
равны нулю, а №,, №,, № таковы: 


‘ 


№=2Ка-н Во, №,= К -+ Во, №= 2Кс + Во, 
бане, ВЕВ—ЗК, 


вели предполатать предварительное напряжене №° равнымъ нулю. 


о 2 


По формуламъ (170) стр. 100-й мы найдем, что къ овновавянь призмы, гдф 
(пХ) = =Е1, должны быть приложены нормальныя напряженя: 


Р—=-+(2Ка-+ В6), Р=—(2Ка-+ ВВ. 


Кь боковой же поверхности должны быть приложены слФдующйя напряжения: 


У, = (2К-+ Во) воз (пУ), 2,= (2Ке-+ Вб) воз (пп). 


1) Если тЪло имфеть видь прямоугольнаго параллелопипеда (грани котораго па- 
`таллельны плоскостямь координать), то къ гранямъ его, периендикулярнымь къ оби 
У-овъ, должно приложить равномрное нормальное напряжеше О = 2КЪ -+ Вад на 
эдиницу поверхности, а къ гранямъ перпендикулярнымь къ оси -овъ равномёрное 
зормальное напряжеше Е — 2Кс + Во на единицу поверхности. Кубическое расши- 
реше, получаемое при этомъ единищею объема тфла, опредёлится изъ равенства: 
Р-- 9 Н= (2К + 3В)0 и окажется равнымъ: 


Р-+о-+Н, 
38 — 


2) Если мы зададимъ, что $ —с, то, при всякомъ видф поперечнаго сзчешя ци- 
линдра или призиы, на боковую поверхность ея должны дЪИствовать нормальный внфш- 
ия напряжешя О = К -+ ВО, тд 9 =а-н+ 26. Подъь вмяшемъ продольныхь 
запряженй Р и поперечныхь напряженй ©, единица объема вещества тВла получить 
вубическое раеширенте: 


__ Р+20 
Е: 


Здфеь между прочимъ замфтимь, что если ко всей поверхности призмы будеть 
приложено равномфрно нормальное напряжене Р’ (т. е. если О = Р), то получится 
кубическое расширенив (Р: В); если будеть приложено нормаЗьное напряжеше Р только 
хЪ каждой единиц боковой поверхности, то получится кубическое расширене: 
(2Р:3В) и, наконещь, если будеть приложено нормальное напряжене Р только къ 
основашямь призмы, то получится кубическое расширеше (Р:38). 


$ 45. Кручеше призмъ. 

Вопроеъ о равновфеи призмы, подвергнутой закручиванию вокругь продольной 
оси ея, быль ршенъ Санъ-Венаномъ *) при слёдующихь предположеняхь: _ 

1) что объемныя силы не дЪйствують на, призму, 

2) что и = — 929, © = а2х, т. е., что различныя ефчешя призмы закручи- 
ваютея вокруг продольной оси -овъ на углы, пропорщональные 2 (© — постоянная), 
но что проэкщи сзченй на плоскость ХУ не искажаются, 


+) Ре Зап Успапь. Зиг 1а Фюгзюп 4ез ризшез, ауес 4ез сопз®дгаНопе зш 1епг Нехо, айпё 
че зи" РёфшНЬге пибыецг дез зоНаез @азНашез еп ибиёга, её 1е сайскй @е ег тёзибапсе & @1уега 
ейогз з’ехегсаш зниаНапёшепе, 1855. Зауап!з &гапеега зоше ХТУ. 


э 


_ приложенныхь къ ея оконечноетямъ. 


призма получаеть кручеше только велъдетые дЪйствя закручивающихь напряже! 


При этихъ предположешяхь: 


а д д 
а 0, „= — 2, 98 = — 59, дв аа, += 0, 5, =09; 
& потому: й 
бе, ЗА на, 99, ау, 29.=0 
2 дж дж 
м (ВК), т=К(ь +=) 
2 а дн 
А, (в з к) 2: 1, к (5: ву) 


= (в ЗК] № 0. 


'Уравненшя внутренняго равновфейя будуть елфдующуя: 


(8+5) ИЯ (в- =, вы. ... (910) 
(пкя-ька--) = АИ 


Изь уравнений (210) слфдуетъ, что 


‘ди’ дс 
г и 2) 
Е т о 
т. в., что производная отъ 2 по 2 есть фунвшя одного только 2; пусть — =/(2). 
' Эти же самыя уравнентя можно еще представить и такъ: 
ди 
2 (=) _ 


Заключаюния 2; поэтому сумма вторыхь производных оть № по 2 и по у есть 
функшя оть 2, у; означимь ее черезъ Ф (=, у). 
Сльдовательно уравнене (211) будеть имфть такой видъ: у 


(из) — $ (2,3) 


и это равенство должно быть справедливо для вефхъ 2, у, 2 относящихся ко веб 
точкам призмы, ‚а между тЬиъ первая часть его завлючаеть только 2, вторая же 


только 2 и у, поэтому об чаети равенства должны быть равны одной и той же по- 
стоянной; пусть { (2) =2С. 

Отсюда слВдуеть, что /(2) = 202 -н Ш, гдф Г) другая постоянная. 

Составимь теперь выражеши напряженй, дЪйствующихь на какую либо пло- 
шадку, нормаль которой составляеть съ осями координать углы, инбюние коеи- 
нубы; №, м, > 


ХВ — а), 
У ВК (т ==), .. (019) 
5, = К((=— ву) (> ал) э-= (вк =» | 


Примфнимь первыя два изъ этихъ равенствъ въ площадкамь боковой поверхно- 
сти призмы; тавкъ кавъ для этихъ элементов у = 0 и вапряжешй на нихъ быть не 
: 2 дю 
Должно, то получимь требовазе, чтобы 5; т. е. [(2) было равно нулю при всяких 2; 
это требуетъ, чтобы Си Л были равны нулю. 
* Третье изъ равенствъ (212),. примфненное къ элементамь боковой поверхности, 
дастъ равенство: 


(= — в) (н, ху (и-- =) сов (н, У)=0,....... ‚. (213) 


(гд$ и — наружная нормаль къ боковой поверхноети), которому 20 должно удовлетво- 
рать на боковой поверхноети, или, говоря иначе, на контур поперечнаго сВчешя призмы: 
Теперь замфтимъ, что на основани всего вышесказаннаго: 


в 0, 5:0; =—0,9==0, 21,—=0; 
т. в., растяженй параллельно осям нптз, а потому ньтё и кубическало рас- 
ширеная; ньтё также сдвиловь параллельно плоскости ХУ. 

Изъ шести напраженй № и Т неравны нулю только два 7, и 7, .- Переифщене 
16 веть функщя от 2 и у, удовлетворяющая дифференщальноиу равненио съ част- 
ными производными втораго порядка: 


бро ховО Ва ИВ (214) 


во вефхъ точкахъ площади сЪчешя и дифференщальному уравненшо съ частными 
производными перваго порядка (213) на контурв еБчешя призмы. 

Дифференщальному уравненшо (314) удовлетворяють дЪйствительная и мнимыя 
части всякой фунещи отъ комплекеной перемфнной (2-+-уй. Возьмемь инимую часть 
какой либо такой функши за м, а дЪйствительную часть означимь черезь Ф, т. е.; 
пуеть: 

Е ани) =ф (в у (в, 9, 


тдв Е произвольная функщя. 
э* 


а № 


Какъ извЪетно, по свойству функций отъ комплексной `перемфиной: 


дв 0% ди __ 0 бо, би | 0 0 
рт Зи 2 да + = 0, ды На: 


Тавъ какъ функщя ю на контур овченя должна удовлетворять уравнению (213), 
то фунещя { на томъ же контур должна удовлетворять слфдующему дифференщаль- 
ному уравнентю: 


м —(@- =) 608 (н,Х) (а -на=) воз (н, У) = 0. 


Означимь черезь ‘3 направлене по контуру оъченйя, означенное на чертежи 
22-мъ оперенною стр®лкою, и условимся подъ этою буквою понимать также направле-_ 
я касательныхь, проведенныхь изъ точекъ А контура въ его обводу въ такую сто-_ 
Тону, чтобы направлен касательной расположено было относительно паправлешя нор- 
мали # такимь же образомъ, вакъ положительная ось У-овъ расположена относительно. 
положительной оси Х-овъ. 1 

При этом условйи очевидно существуеть слфдующая зависнность между косину 
сами угловъ, составляемыхь направленями нормали и касательной къ контуру съ осями. 
Х-овъ и У-овъ: 

608 (н, Х) = 608 (8, У) = м 608 (н, У) = — 608 (в, Х) =—®. . (215) 

Потому предыдущее уравнене, которому ф должна удовлетворять на контурь, 

‚ можно предотавить такъ: Е 


0 аи, [№ а 
(ева) и (на) 0, 


` и я 
или же, если представить себЪ, что координаты точекъ контура выражены въ функщи 
оть 8, 10 это уравнеше можно будетъ представить такъ: 


а 
а") _ у 
СЯ 
тд 7 —74-у?. Отеюда сабдуеть, что на контур сЪчения функшйя ф (2, = (#1). 
должна быть равна нЪкоторой постоянной; пусть С есть эта постоянная. 

Означихъ функцию ф 5 для краткости черезъ ф (2, у) или просто черезъ ф._ 
. Напряженя 7,, 7, выразятся въ производныхь этой функци: 
__ кд и. 9% ’ 
ТЕК ТЕК , 


дж 


и поэтому формулы (212) получать теперь слВдующий видъ: 


д. Й. ое 
Ж= КУК, д, Кв)... . (219, . 


Разсмотримь распредлене напряжен!И на площадей, проведенных черезъ какую 
угодно точку № призмы. 

Проведемъ черезъ эту точку поперечное сВчен1е призмы. 

Какова бы ни была функши ф (д, у), всегда можно провести черезъ 1М въ пло- 
щади сфчешя кривую, выражаемую уравнешемь: ф (2, у) = постоянному; въ этой 
вривой через точку М возстановимь нормаль и; въ направленш, опредфляемомь ве- 
личинами слфдующихь косинусовъ: 


сз (щ, Х) = 59, 008 (и, У) =, 


тдё Т воть положительная величина, а именно: 


На площадку, имфющую нормалью я, т. е. на площадку касательную къ выше- | 
оказанной кривой и притомъ параллельную оси Я-овъ, будетъ дВйствовать напражен!е 
равное нулю, какъ видно изъ формулъ (212 045); слВдовательно мы имфемъ здесь одинъ 
изъ тЬхъ случаевъ, которые раземотрфны были въ параграфь 31-мъ, когда одно изъ 
тлавныхь напряжений равно нулю. 

Вышесказанная площадка, касательная къ цилиндрической поверхности ф (2, у) 
== 6018Ё., заключаеть въ себЪ дв друмя главный обл напряжений въ точкв М. Про- 
ведемъ направлеше 3,, касательное къ кривой ф —0пзё. въ точкв М и притожь въ, 
такую сторону, чтобы было: 


т 
608 (8,, Х) = — 603 (и,, У) = ЕЯ 608 (8, У) == 008 (и, Х) =. 
Возьмемь теперь за направлеше ж, такое, которое составляеть съ овью Я-овЪ и 


направаешемь в, углы въ 45°; косивусы угловъ, составляемыхь отимъ направленень 
6ъ осями координать будуть равны: 


1 т К 
608 (п, Х) 75 3 (8,,Х) Туз Туз» 

т К ® 1 
603 (и, У) = уз 8 Е т УЗ туза 08 (п, 2) =уз 


по формуламь (212, 625) окажется, что па площадку, имющую нормалью »,, будеть, 
дВИствовать напряжене, имзющее слёдующия проэкщи: О 


; 
Хи)=— = Т вв (п, Х), 
Ут == Ти (в), 


й(п.) = 7 к= Т сз (п. 7); 


— 126 — 


то значить, что направлене 2, есть тлавная ось напражешя въ точкв М, соотвт- | 
ствующая нормальному нажяженйю Т’на плфщадву перпендикулярную къ %,. 3 
Если жо возьмеиь площадву съ нормалью и, наклоненную къ оби 2-овЪъ_ поль 
углонь въ 45°, а къ направлению $; подъ угломь въ 135°, то найдемь, что это на- 
правлеше п, есть направлене другой главной оси, соотвЪтствующей нормальному да-_ 
вленёю на площадет перпендикулярную въ и,. 
Пусть направлеше я. , изображенное на чертежь 23-мъ, всть направлене нормали, | 
возстановленное къ кривой ф = С’ изъ точки М въ сторону возрастающих значений С, _ 
тогда 3, направлено такъ, Бакъ изображено на чертежахь 23-мъ и 24-мъ. Направле-_ 
я Мин Ми, изображенных на чертежь 24-мъ, будуть направлешями главныхь _ 
натлжений, а направлешя Мю, и Ми, — направлешями главныхъ давлений, Е. 
Еоли точка М есть одна изъ точекъ А боковой поверхности призиы, то кривая | 
Ф==0С вить самый контурь сфчевя и направлене и, есть направлене м наружной _ 
нормали къ контуру; тамъ, на наружной поверхности, главное натлжено и давлене _ 
заключаются. въ касательной плоскости къ боковой поверхности и притомъ, такъ какъ_ 
8: направлено въ сторону закручиванйя призмы, то главная обь натяжени и, направ- 
лена въ ту сторону, куда наклоняются при крученйи волокна, бывийя параллельными 
оси призмы. ‹ 
Такъ какъ главныя напряжения суть равныя между собою натяженя и давленя, 
то эллииеь напряжен!И есть кругь, & хривыя направленй — равнобочныя гиперболы. | 
Площадки, нормальных къ поверхности ф == С’ и проведенныя черезъ касатель 
ную 5,, а тавже и тЬ нормальныя къ поверхности ф = С площадки, которыя парал-_ 
лельны оси 2-овъ, испытывають тавгенщальныя напряжения величины 7. На чертежь 
25-мъ изображены: кругъ напряжений точки 2И, гиперболы ваправленй нормалей пло- 
щадокъ, испытывающихь натяженя (сплошною чертою) и гиперболы направленй нор-_ 
малей площадок, испытывающихь давленя (пунктиромъ). Кром этого стрлками, 
изображены направлешя тантенщальныхь вапряженй дЪйетвующихь на части веще- 
ства, прилежания къ ассимптотическимь площадкамъ. 
Величина 7 можеть имЪть различныя величины въ различныхь точкахь одного 
и того же сЪчешя и въ различныхь точкахъ одной и той же кривой ливи ф = С. 
На основани нижесл5дующей теоремы можно показать, что 7 можеть имЪть 
наибольния значеня только на контурв сплошнаго сченя призмы. 
Теорема. Если ф (т, у) есть сплошная функщя внутри плошади, ограниченной 
замкнутымь контуромъ, то: 


депиеиы 


туру въ такомь направлены, идл по-воторому будемъ изфть площадь по правую пу 
производная отъ { по  нифеть слбдующее значеше: 


. (216). 


24 
' т= = 9 5 (п, Хх) (п, У); 


ЗдФеБ и воть наружная нормаль. р 


. Е 


Эта теорема можеть быть доказана при помощи формул преобразовашя (16, а) 
и (16,5) $ 10-го, примфнивъ ихъ къ объему прамаго цилиндра, имфющаго основа- 
ненъ ту площадь на плоскости ХУ, объ которой идеть рЬчь въ доказываеной тео- 


`ренф, а высотою — какую либо длину й. Подетавимь въ формул (16, а) — вифето Г, 


а въ формуль (16,5) производную Е виъето /; такъ какъ ф есть функщя оть 2иу, 
то можно будет въ обфихь частяхь обоихъ‘равенствъ произвести интегрироване по 
= оть нуля до й и затЬмъ сократить на й 06% части равенствъ. По сложении равенствъ, 
мы тогда и получим формулу (215). 

При тавомь доказательств» этой теоремы остается повидимому невыяененныхь, 
почему направленше $ должно ечитать положительныхь въ указанную выше сторону. 
Это обстоятельство объяенится, если примемъ въ разечеть, что площадь 45 въ форму- 
лахъ (16) есть величина положительная и проэкщя ея на плоскость УЯ, т. в. 4уа2 
воть также величина положительная когда нормаль ® составляеть острый уголь еъ 
осью Х-овъ. Въ настоящемъ случа площадь 143 должна быть величиною положи- 
тельною и проэещя ея на плоскость УЙ, т. е. #4у должна быть величиною положи- 
тельною, когда нормаль ® составляеть острый уголь съ осью Х-овъ; стало быть при 
0$ (и, Х) большемъ нуля отношене ее должно быть положительнымь, а это можеть 
быть только тогда, когда направлене з считается положительнымь въ сторону, озна- 
ченную оперенною стрфлкою на чертежь 26-мъ. 

Изь равенства (215) слЬдуеть, что если сумма вторыхъ производныхь фунещи ф 
пифеть положительныя значен1я во везхъ точкахъ площади, ограниченной какою либо 
замкнутою кривою линею, то 

[Е @> 0, 


тдф интеграть распространень по контуру этой кривой въ такомъ направлени, какъ 
объяснено выше. 


Вели { (2, У) есть сплошная функщя внутри нфкоторой площади, имфющая въ 
‘какой либо точек ея В наибольшее значеше, то веегда можно окружить эту точку В 
такою замкнутою кривою линею, во веъхъ точкахъ которой производная ей иифеть 

О 
величины отрицательныя; для этой замкнутой ‘кривой лини: 


Сльдовательно, если во вебхъ точкахь площади, ограниченной замвнутыхь кон- 
туромъ, сумма: 

98 0%. 

гда 


имфеть положительныя значения, то функшя { не можеть имфть шахииии”а внутри 
этой площади. 


Составимъ выражение для суммы вторыхь производныхь отъ 1; окажется, что: 


р ата ра 2 о [ао т 
К (6+2 (5) + (5%)... (217) 
такъ вакъ: ' 
20 09 99, 99 
аз бкбуа И бабу ® да ‹ 
равны нулю потому что: 
29, 29 9, 


д д — 9 


Изь того, что сумма вторыхь производныхь отъ 7”, какъ видно изъ (217), веть 
величина положительная, слфдуеть, что 7? не можеть лмфть шахиииш’а внутри пло- 
щади свченця, ограниченной замкнутымъ контуромъ. Поэтому наибольшее значеше 
Т* находится 1дъ либо на контуръь спчешя призмы. 

Такимь образомъ мы видимъ, что опасньйшёя мета, вз которыть татен- 
йальная сила Т достииает» наибольшей величины, моуут» находиться только 
на боковой поверхности призмы. 

Поверхность каждаго поперечнаго сфчешя призмы, бывшаго плосвимь при пред- 
варительномь. состоя призиы, въ деформированномь состоявш выразится уравне- 
щемь, которое получится по иоключеши 2 и у изъ трехъ равенетвь: 


Х=12— а, у=у-н а42, 2=а-ни ($, 9). 


А если взять новыя оси 2 и, повернувийяся на ничтожно-малый уголь аа 
вмфотв съ оБчешемь, и пренебречь высшими степенями «, то уравнене будетъ: 
д=а-ни (Е, 1). 

Поверхность эта антикластическая во веВхЪ своихъ точкахъ, то есть полная 
кривизна во вефхъ ея точкахъ отрицательная. а 

Зь самомь дль, произведеше радлусовъ кривизны В, и А, главныхь нормаль- 
ныхь сБченй какой либо поверхности 2 = { (2, у) выражается, какъ извЪотно, тавъ: 


В В,= пн › 


м—8 
тд: 
д) 09) д 2) 
коты, 
Въ настоящемъ случа == (х, у) и = — и, а потому выражеше произведе- 


ня В, В, будеть имбть знаменателемь величину отрицательную, а именно: (— (7+5). 
Для того, чтобы сообщить закручиван!е призм, надо приложить къ‘олементамь 
конечностей ея слфдующия напряженя: 


Основаше призмы, на кото- Основаше призмы, па кото- 
розгь 608 (н2) = +1. ромъ сов (2) == —1. 


ХЕТ, УТ, 2—0 ХТ, У=-Т, 2=0. 


Главный моменть вокругь оси 2-овъ тангенщальныхь напраженй, попорыя 
должно приложить къ концу оз в й) = -н1, будеть равенъ: 


тдв интеграль распространенъ по всей площади основаня. 

Такая же совокупность прямо-противоположныхь напряженй должна быть при- 
ложена въ другому основано призмы. 

Вее вышесказанное примёнимъ къ слёдующимь примфрамъ и частнымь случаямъ. 

1. Возьмень Р (2-= у) = (2-9), гдф А постоянная; тогда ю = 2Азу, 
ф= 4 (2—9). 

Уравнеше контура: 


(а- Ра ду=в, 


тдВ В другая постоянная. Это уравнеше есть уравнене эллипса съ полуосями а нб 
если: 


Опредвливъ отсюда А въ а, аиб и подставив въ ф, найдемъ: 


ое ЕН: 
Азы, ыы, 
ы. 
Т, ЗК, Т,.= —2оК а, 
вк и дека ан: (19) 


а воть уголь вручешя на единицу длины цилиндра; если { есть длина призмы, то 
уголь 0, на который закрутится цилиндръ закрфпленный на одномь конц и подверг- 
Нутый завручивающимь силамъ, приложенныхь къ другому концу и имбющимь мо- 
ментъ Г, вокругь оси -овъ, будеть равенъ: 


ОпаенфИшия точки будуть на контур%, а именно тамъ, гд® 


21 
я, ну — Зак” 
1=8 КУ -ау К ыр 
имфеть наибольшую величину; Г) означаеть разстояве отъ центра эллинса касатель- 
ной, проведенной въ нему черезъ точку (2, у) его контура. Величина 7 наибольшая 
тамъ, гдф Г) наименыйая, т. е. на концахъ малой полуоси. 


в - 


Вдоль по производящимь, проходящимь черезь концы малыхь осей попереч 
свченый оэллиптическаго цилиндра, тангенщальное срёзывающее напряжене им} 
наибольшую величину чЪмъ гдЪ либо въ другихь чаетяхь цилиндра; тамъ оно равно: 


Если начнеть происходить разрушен1е ыы ь. цилиндра, то оно ©. 
съ расщепления вдоль по этимъ производящимь. 2 

Чтобы дать понят!е о вид искривленной поверхности евчешя цибиндуа, опр 
дблимь видъ кривыхь линиь, «бразующихея на ерыкае этой поверхности 


ческими линии. 
Пересвчене поверхности 2 — 2 = 2 АЕ плоскостью 2 = 2, прок чере 
‹центръ эллипса, будеть состоять изъ Двухъ прямыхь: м = ОЕ Е. 
эллипса (черт. 27). 
При (#— 2), равныхь положительной величин В, получаемь, нова ти: 
перболу: з 
и 
ры те 
расположенную въ ‘углахъ ТЕНТЕ (черт. 27). 
При (2 —=), раввыхьъ отрицательной величин$ (—й), получаемъ ранобн ) 
типерболу: ` 
в. 
пе 51, 


расположенную въ квадрантахь = и ЕТ. 
ев Ти, что площадь искривленнаго сВчен1я, раздвляемая главнь 
Даметрами ЕР. и Т\ эллипса на четыре сектора, выпукла къ положительной оси 2-0 


въ секторахь Е и ТЕ п вогнута въ двухъ остальныхь. На чертежь 27-мь изобра- 
жены сплошными гиперболами топографичесвя лини выпуклыхь сехторовъ и пункти 
ными — тавя же лини вогнутыхъ секторовъ. 
Веб кривыя ф = С суть эллипеы, подобные наружному. 
2. Возьменъ ЕЁ = А (-+ у); тогда: 


Ш —А (32279 — у?) = Ап за 39, ф=А (®— 32) = Ап 603 30. 
Контурами могуть быть всявйя кривыя, выражаемыя уравненями: 
23 воз З0 = и" С. 


По форив этого уравненя легко видфть, что а изъ такихъ вривыхъь им 


одинаковые радусы векторы при аргументахь 0, 9 в: „@- <“, тдЪ 0 есть ва 


угодно величина, при которой 7 имфетъ ыы значене. 


и ен 


"вит а Ообноь 


уравнен!е контура можно будеть представить такъ: ь 


з 73 в03? 9 (т 7во--ан 0, 
потому что 603 30 = 4 6080 — 36080; затфиъ такъ: 


в (ео ом за 
(+ 5) (< ВЯ 19) 0, 
тдЬ 2 = 608 9, у=г эт 0. Теперь уже видно, что первая часть этого уравненя 
`азлатаетея на три линейные множителя, а потому контуръ состоитъ изъ трехъ пря- 
ЗыЫХЪ, зи: 


эбразующихь равностороннй треугольникъ абс (черт. 28), высота котораго равна й. 
Внутри площади этого треугольника: 


= (2— Зву в (2), 


в. уз = г (87° 603 39 = 31°) 


т ка (1-8 оз 36) 46; 
тавъ вакъ на контур: 


73 0$ 360 =4 ($) —^ 
и такъ какъ затЪуь можно положить 7 = (й:3 050) и интегрировать шесть разЪ въ 


предфлахь оть 0 = 0 до 0 =, то получииь: ` 


з 


4 Кав* 1 1 . ЕоЛ* 
А И а (291) 


э 


Отсюда, по величин момента закручивающихь силь, опредфлимъ, г завручи- 
ванйя о на’единицу длины. ; я 


о 


Напряжешя выразятся такъ: 


т 88 2 (Зву — 9), Т.= (32 — Зуб 29) 


Ка? 
412 


ЕЕ [427 -н 97+ 121 (2— 325]. 
Велфдотве существующей между 2 и у зависимости на контурф, 7 выразится 
немь такъ: 


Т= 58 (зв—з»). 


Это выражеше будетъ наибольшимь при 97°— #2, то есть въ серединахь ребе 
тдь 27 = Кай, и равно нулю въ вершинахь треугольника. 
Уравнешя топографическихь линй — слдующия: 


7? эт 30 = воп8. 


Линия 73 зп 80 ==0 состоить изъ шести биесекторовъ угловъ. Выпуклые се 
торы чередуются съ вогнутыми (ем. черт. 28). . 
Уравнешя кривыхъ ф == Сх*, тд х° не болдфе единицы, а С равно (4:2 
можно представить такъ: 
23 27 Ъ 2 


т 
=. 


и затВуь рёшить относительно и; для этого положимъ: 


: в 18 
== 60, 
те 
' 
тогда изъ уравнешя окажется, что с05 Зо =» 603 39, а потому уравневе кажд 
кривой, на которой х имфетъ постоянную величину, меньшую единицы, можно написа! 


Такъ: 
пх 1 


воз т (аге сов (х со 30) 


Каждая изъ этихь кривыхъ есть замкнутый контуръ вида, изображеннаго 
чертежь 29-мъ; для каждаго изъ этихъ контуровъ задача о кручеши можеть быть 
шена также какъ и для треугольника. 


3. Возьмемь Р = А (# -+ у). 


ф= Ам 603 40 = А (2^— бу), 
№ = Аи зп 49 =4А (2— у) 9,. 
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ъ 2 А равнымъ (— 40) и раземотримь различные виды замкнутыхъ контуровъ, 
аемыхъ, равенствами : 


5 @*— а" в0з 40) = 


(20:а) положимъ равнымъ (1 — а). 
Рьшивъ это уравнене относительно (1:7), мы получимъ слЪдующее выражение: 


ЗЕ 


Ут=Ут=м 0—9 8......... (222) 


Если а есть положительная дробь не большая единицы, то (1 — а) будеть вели- 
положительная, произведене 4а (1 — а) будетъ дробь меньшая единицы, потому 
1—4 (1 в равное (1 — 2а}', есть величина положительная; поэтому выра- 
1е (1 —44 (1 —а) в0540), которое назовемъ черезъ Р?, будеть положительнымь 
вевхъ аргументовъ 0. 

ВиботВ сътВиъ очевидно, что при такихъ значеняхь а выражене Р’ получаеть 
чения большя единицы для вефхъ тЬхъ угловъ, при которыхъ с05 40 < 0. По- 
му ве кривыя этой категойи имфють замкнутую часть, выражаемую равенствомъ 


= -УТЕР : 


незамкнутыя части, выражаемыя равенствомъ. 


Уи ов 
о - 


Замкнутыя части этихъь кривыхь пересфкають оси Х-овъ и У-овъ въ слёдую- 
щихъ разстояшяхь оть начала координатъ: ть, для которыхь а не болфе 0,5, въ 
азстояни 7 =1, а тЬ, для которыхъ а боле половины, въ разетоящяхь равных, 
ИТ —а:Уа). 

При а равномъ нулю, замкнутая часть кривой есть вругъ радтуса равнаго еди- 
‘виз. Замкнутыя кривыя для параметровъ @ оть 0 до 0,5 (нфкоторыя изъ нихъ изо- 
бражены на чертежь 30-мъ) вов проходять черезъ точки переефченя этого круга съ 
осями координат. Кривая, соотвтетвующая параметру а = 0,4, пересфкаеть напра- 
злешя 0 — == 45° въ разстояшяхь равныхь (1 ГУ?) оть центра; если построить 
звадрать, инфющиЙ вершины въ вышесказанныхь четырехъ точкахъ, то окажется, что 
эта кривая (@=0,4) касается къ серединамъ сторонъ его и по своему виду весьма по- 
хожа на него. 

При а равномъ 0,5 замкнутая часть кривой образуется изъ частей двухъ гипер- 
боль: 


(== У?) я в (9 — =) ау) в? (0—т) 1 


въ полуосями: (1 -= У?) и (У? — 1), дфлящими углы между осяни Хи У попо- 
ламъ; эти гиперболы проведены толетою чертою на чертеж 30-мъ. 
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Если взять @ отрицательнымь (— а), то Р° будеть положительною в 
для всяких 0 при такихъ величинахь а,, при которых положительное колич 
4а, (1 а) есть дробь не большая единицы; для этого надо, чтобы а, было’ 
аш (ИЗ — 1), двленнаго на два. Замкнутыя части вефхъ кривыхъ съ такими 
раметрами проходять черезъ точки пересфченя круга х = 1 съ осями координат. 

Замкнутая часть кривой а = ((1 —'2):2) состоить изъ частей двухъ Риш 
боль ы 


(= У) 9+ -= У) во У 


Уэ— 
у. расположенными по осямь координать; эти гиперболы 
- 


саютея въ кругу х = 1. 
Между криволинейныхь четвероугольникомь, образуемымъ этими гиперболами, 
вругомь и = 1 заключаются замкнутыя части вебхъ вривыхь, параметры @ которыха 
отрицательны, но не мене параметра гиперболь. Кривая съ параметромъ @ = — 0, 
пересфкаеть направленя 0 = == 45° въ разстоящяхь равныхъ У? оть центра; о 
тавъ же похожа на квадрать, кавъ и кривая а = 0,4. 
Для вебхъ этихь замкнутыхь контуровъ ф выражается одинаковою формулою: 


съ полуосями: 1 и 


= = (у —а (2 — 62+). 


Еели радлусъ круга а == 0 равенъ А, то надо положить С’ равнымь а (1 --а] 
дВленному на 2 и умножить 7? на А?, такъ что уравнене контура должно быть: 


ЕВ"— па с0з 40 = В (1—а)......... ИН 
Такъ какъ 


ве Е = а (Е Зам с0з 46) 


то момент закручивающихь силь выразится такъ: 
= ее 2а"* воз 40) гагаб = (+ Ва" ° 03 40) 46, 


тд и, суть радтувы векторы точекъ контура, а потому: 
Ва 608 49—55 (м: 2 В? (1 —9—®= 


6 1—а} р: 
ЕЕ Е Р—=1 ее воз 40. } 


Г. и ва) ==, [= |122 :17 (224) 


По этой формулв должно вычислить х для даннаго Го. 
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`ОпаснЪпия точки на вконтурь здфсь суть ть, въ которых величина: 


Т2—= К?а? (40278 — ЗВ 4 (1 —а))......... (225) 

етъ наибольшее значенте. 
Обратимъ здЪеь вниман!е на то обстоятельство, что въ вершинахъ четыреуголь- 
овъ, образуемыхь гиперболани, напряжене 7 равно нулю; въ самомь дёлф, при 
У? д для г В? (1-Я), выражено 


— 0,5 и для =, а также при а=1- 
225) обращается въ нуль. 

Веф эти контуры четвертаго порядка боле или мене отличаются отъ прямоли- 
зейнато квадрата. 

Вопроеь о кручеши призмы еъ квадратнымь или прямоугольныхь сЪчешемъ мо- 
жеть быть рьшенъ при помощи теоремы Фурье (относительно разложен!я лергодиче- 
екихъ фунещи въ рады, расположенные по синусауъ и косинусань кратныхь дуг), 
причемь рёшенте выразится въ видЪ рлдовъ. 

4. Для ршеня вопроса‘о кручени призмы, сбчеше которой есть прямоуголь- 
никъ длины За и ширины 25, положимъ 


Е&-+у)=Ф(а-+-и—т ау) 
и, азложивь Ф (2+ 1) на ннимую и дЬетвительную части И (2, 9) и Ч^ (5, 9), 


возьмем: ф = Р-н 9—7), = И — 099. 


Функшя Ч` должна быть такова, чтобы на контурв прямоугольника ф равнялось 
постоянной С, за которую возьшемъ 62а. 
СОлфдовательно, для всякихь у, при 2 равномь + @ или т а) должно быть: 


Я (ау (—@Ф- я (у) = = аб? 
и, для всякихь 2, при у равномъ + В или (— 5) должно быть: 


= 


Слбдовательно функшя Ч должна удовлетворять слфдующимь требоватямь: 


| Для веякаго у, заключающагося въ предфлахь отъ у=— 6 до у= - В, 
должно быть: 

Ч (На) =@ (у), Ч (-ву=а в У)...... (226) 

Для веякаго 2, заключающагося въ предфлахь оть 2=— а д 2= 4, 
должно быть: 

9 (а; =0, Ч (а, —В=0........- 2-5 {29т) 


По значению фунещи ф, имфл въ виду синметрю площади очен относительно 
осей координать, можно судить, что Ч" должна быть четвою функщею, какъ отнови- 


— 136 — 


тельно 2, такъ и относительно у; обратимь теперь вниман!е на четность этой ф 
относительно у, т.е. на то, что она должна инфть равныя значешя для у и 
—, при томъ же 2. 

По теоремь Фурье всякая четная функшя оть какой либо пережьнной внутр 
данныхь предвловъ можеть быть выражена въ вид ряда расположеннало по косину: 
самъ.дугь кратныхь оть этой перемфнной; такъ, напримрь, разность (5— у?) в 
предвлахь оть у= — В до у= 6 можеть быть разложена по косинусамь дуг 


пратныхь отъ т: 


—У=0, 608 ЗИ С, 603 3 9 -+ С, 0035 а 


новъ четной кратности не должно быть, если функшя должна обращаться въ нуль 
ИО. 

Дал опредфлевшя величины котораго либо изъ коэфищентовъ, напримрь О, 
должно унножить 06% части написаннаго равенства на 


08 (27-= 15 ъ Чу = 03 (27 =) л4у 


и взять интеграль отъ обфихь частей въ предфлахь оть у= — 6 до +6; тогда 
интегралы, заключающие произведеня коспнусовъ не одинаковой кратности, окажут 
равными нулю и во второй части останется только одинъ интеграль, помноженный 


0,1; Этоть интеграль окажется равнымъ 6, а потому: 


+ 
[и 608 (27-= 1) чу = 60.1. 
—в 


Интегрируя интеграль первой части по частямь три раза, найдемъ, что: 
‚4% 28 
Суа=(— Ут (&), у 


а потому (6° — у?) выражается въ, сказанныхь предълахь слБдующимь рядомъ: 


Ру = 4 (2) {в т т 608 81—= я в08 51—... 

Въ пуль. при у = 56 вакъ видно изъ (227), а потому она должна въ предвлахь, оть. 
у=— 6 до у = $ выражаться въ вил ряда: 

Ч =Х, 03 1-4 Х, 603 З4- Х, в08 51 -+...... } 


тд коэфищенты суть фунщи оть 2, видъ которыхъ предетоить теперь опредёхить. › 


Функция Ч должна удовлетворять дифференщальному уравнен!ю: 


2 0 
да Кай = 


и всякихъ 9, а потому функци Х должны удовлетворять слфдующимь дифферен- 
Чальныхь уравненяиъ: наприиврь Х,.,, должна удовлетворять уравнентю: 


аня (рун 1 (5} Ху. 


92? 
Этому уравненю удовлетворяеть слфдующая функщя съ двумя произвольными 
постоянными А; и В, ,: , 


Хуи= Азы 1+ Ву е 
_ По увловю же (226), функшя Ч при 2 = 5 а должна быть равна а (°— у) 
при воякихь у въ свазанныхь предфлахъ; изъ этого слфдуетъ, что при 2 = аи 
при 2 = — а коэфищенты у косинусовъ одинаковыхь дугь въ разложени функци \^ 


и въ рядЪ (228) должны быть равны, т. е.: 


;. — (2). 2 2 400? 
Фе + Ви е— 9+0 —(—1) (;) ут 
— (8; } 2\3 45? 
—- Ау е В с ИЕ 17(=) а = 


отвуда слЪдуетъ: 
: Са (—1 


Аа Вунл 4в (= еле юеии: 


СОлфдовательно: 
= (2 у я а воз (27-+1т......(999) 
Такъ какъ это есть дЪИствительная часть слфдующей функщи отъ комплевоной 
перемвнной (2 -н уд): 
оне = 


то взявъ за’ мнимую часть этой функцш, заключаемь, что 


1 1 тд о; 
Г «(2 у 41 > сот 91 (9Пт. . (230) 
10 


Моменть закручивающихь силъ выразится фориулою: 
а + 


Ё «| [е в --у) лау, ® р - ву", 


—а.—в 


тдё 


2 (1 5; 
ев 27 =(=) а: ЕН 


$. 2 эт (27 -= 1) & 603 (27 + 1) ян уз (27 -= 1) п в03 (27 1) &. Г 
Интегрируя, получим слёдующее выражене: 


а 2) 


Интегрируя равенетво (228) по у въ предфлахъ оть (—5) до +5, ны адом 


1 2\4 1 
==(2) а 


& потому выражеше для Г. получить слфдующий видъ: 


1 2\525 лы НИ р 
= Ка 1605 (5— (2) Учи) ....... (23 
УР Величина напряженя 7’въ точкахъ контура можеть быть представлена въ вид 
дьленнаго на а или © произведешя изъ К на выражеше (231); послфднее пр 
2 = 5 апу= ==5 получаеть сльдующой видъ: 


зав] Е = . 


величину же посльдней суммы мы получимъ, взявъ производную отъ обфихъ частей р 
венства (228) и положивъ въ немъ затВиь у =0; опредфливъ величину этой су 
мы увидимъ, что выражене (233) равно нулю. Отсюда слЬдуетъ, что въ вершинах 
прямоугольника напряжение равно нулю, а слдовательно тамъ нфть и сдвитовъ. 
Видъ топографическихь лин на квадратЪ и прямоугольник пзображень Е 
чертежахь 31-нъ и 32-мъ. 
5. Возьмемъ за Е’ (2 -н 92) сльдующую сумму: 


Е(в-- м) =А (ау В (в-н у) 
и опредзлимъ т изъ кривыхъ: 
а +- Ди 8 20 + В" 603 49 = 0, 


которыя не только пересвкають обЪ оси координать, но и кромф того изють час 
образующия замкнутую фигуру вокругь начала координатъ. 


ме дан ВиО, *" — А+ ВИС 


° ели притомъ положимь С' (@*-+ 92) =а (1 + п) а*?, окажется, что #2 


2 м па 
А а рый В пав ° 


Представимь теперь уравнен!е контура подъ слфдующимь видомъ: 
=а-н ЗА 603 20 НУ («= ЗА сов 20) 160В ‹0в 40. 


ч- Для того, чтобы при положительномь С’ контурь со вефхъ сторонъ былъ замкну- 
тымь, необходимо, чтобы подкоренная сумма была положительною при всяких значе-› 
зияхь 0. 

С будоть положительнымь при всякомъ ® большемъ минусъ единицы; при © равномь 
нулю подкоренная сумма есть величина положительная, равная 402 (69-+ни(а*--6*))*: (а8+-63)?. 
Доли того, чтобы это подкоренное выражене ‘ни при какомь @ не сдфлаловь отрица- 
тельнымь, необходимо, чтобы корни уравнен!я: 


м 
9*— 16СВ + 4 Ла 03 20 4 (4+ ЗОВ) 05° 20 =0, 
т, в. значешя с05 20, обращающя первую часть въ нуль, были бы мниными, или Е 
большими = 1 или меньшими (— 1). 
° Корни этого уравнензя будуть мнимыми, если выражене 
о 
р 


— СВ (*—24*— 16 СВ) 
т, 6.: 


— т ((а-= 9 495) п (п-= 1) (1 — о 


будеть отрицательнымъ. 
Это выражеше будеть отрицательнымь при ® >> 0 и притожь не большемъ. 


(/2—1:3). 
Нри ® = 0 замкнутый контуръ есть эллипеъ съ полуосями а и 6; при этомъ м, 
_подъ корнемъ остается полный квадратъ. 


При =((У?—1):2) подъ корнемъ также будеть полный квадрать, а именно: 


Е (= — ИЗ ев 2}; 
10* 


в 


‚ типербоды:. 


ты. 


й (И? = (1 — ИЗ в 20), для с03 20 не большихь р 


и изъ частей гиперболы 


@ (УЗ = -+ УЗ ов 20), для сз 20 бульшихь И. 
Контуры для вебхъ промежуточныхь и проходять ве черезь концы полуосей 
эллипса = 0, къ которому привасаются дв вышеупомянутыя гиперболы. з 
Контуръ * = 0,2 проходить не только черезъ эти точки, но также и через | 
вершины прямоугольника, описаннаго около эллипса ® = 0. 
8. КромЪ этихъ контуровъ, къ которымь указанный здфеь пиемъ прилагается 
тавимь же образомъ, какъ и къ контурамь пункта 3-го настоящаго параграфа, мы — 
упомянемь еще объ одномъ контур, выражаемомь слЪдующимь уравненемь въ поляр- 
ныхь координатахь: 


(7-58 с08 40-1. в [а 08 89 =1— р 


Этотъ контуръ, изображенный на чертежв 33-мъ, предетавляеть четыреуголь- 
> ВИКЪ съ лопастями; наибольше радуусы векторы, при 0—0, =, х, =. равны 5; наи- 


меньше при @ = “, ыы 5, с равны половин% 6., На чертеж (33-мъ) изображены | 


топотрафичесвя лини искривленнато кручешемъ сЪченя, ограниченнаго этимъ кон- | 
туромъ. 
9. Раземотр8въ вопросъ © закручиваи призмы съ какимь либо изъ вышеука. 
занныхь контуровь вокругъ оси, проведенной черезь центры контуровь, можно пе 
рейти къ вопросу о кручеши той же призмы вокругь какой либо экцентрической оби. ь 
Пусть Е (д -н уд) есть какал либо функщя отъ (2 -н= уй) дЪИствительнал часть кото- 
рой, сложенная съ, сп, даетъ намъ первую часть уравненя ф (х, у) = О, выражаю-_ 
щаго нЪкоторый контуръ. Если требуется разсмотрфть вопросъ о закручиваши той же. 
призмы вокругь оси, переезкающей плоскость ХУ въ точкЪ, имфющей координаты: 
=— а, у= — 6, то перенесемь начало координать въ эту точку, чтобы урав 
н1е контура получило видъ: ф ((2— а), (у —6)) = С; затфиь возьмежь слфдующую 

функцию: 
Е (2 у — (а М)) —в (а— №) (у) 


дЪйствительную часть которой означииь черезъ ф, ‚ а мнимую — черезъ 2. 
Уравнен!е контура будетъ’ тогда: 


= оф = 5 («—а)+и—5)) + фе-а—9)—5(@+-®=0.. (934). 


тдв 0= 6—= (@-- 1), новыя же перенфщеня параллельно оси 7-овъ знразятся 


тавъ; 


9. = ((#— а), (у—5)) + а —а)),........ (235) 


тдЬ Ф (2, 9) иш (2, у) суть дйствительная и мнимая часть функци (2 -= Уд. 
Означивъ черезъ ф, сумму ф, = ">, составииъ выраженя напряжений и момента” _ 
закручивающихь силъ по общимь формуламъ, приведеннымь въ началВ настоящаго 
параграфа; такъ какъ: 
` Ф=Ф@—ву—Й— (@-), 


то найдемъ, что: 


" 99 __ и [2 99 
Т=КА=Ку, 1 А Ка, 


Т. 6., чо величины напряженй и сдвиовь при кручеви призмы вокру эксцен- 
прической оси таковы же, какз и при кручении ея вокруз оби симметрии на 
тотв же ушла =. 


Моменть закручивающихь силъ вовругЪ новой оси выразится такъ; 


=к| наши 
Е ео +—5) 4—0) 4—5... (236) 


потому что нижеслвдующие интегралы, распространенные по площади основашя: 


* || 28 атау, «|5 аду 


должны быть равны нулю, такъ какъ вели ихъ помножить на (— 1), гд® Ф есть длина 


призмы, то они предетавать величины главныхь моментовъ внфшнихь напряженй 
вокругь осей Х-овъ и У-овъ, а эти моменты должны быть равны нулю. 

Формула (236) показываеть, что при иомз же моментиь Т», уюль о закручи- 
ванбя единицы длины призмы вокруь эксцентрической оси будет тоть же са- 
мый, на какой она закручивается вокру оси симметри. 

Изь формулы (235) видно, что разница между перемфщенями ши №, заклю- 
чается только въ член а (6 (2—а)— а (у—%)); уравнеше же 2=0, (65— ау) есть 
‚уравнеше плоскости, проходящей черезъ начало координать и черезъ центрь спмметруи 


`ебченя и нормальной къ винтовой лини, описываемой осью симметрии призмы. Олвдо- 


вательно, видъ искривленнаго съченя одинаковъ при кручени вовругъ различных. 


осей и положено его относительно касательной въ кривой, образуемой осью симметруи” 
призмы, остаетея одно и тоже. 


й 


$46, Изгибъ призмъ, одновременно съ кручешемъ ‘и ‚растяжении 
пли сжатемъ. | 

Вопрось объ одновременномь изгибф, кручеши и вытяженй призиъ ащонь 
Санъ-Венаномъ подъ видомъ слЪдующей задачи. 

Иифется какое либо изотропно-упругое тфло призматическаго или цилиндриче-_ 
скаго вида съ основавями, перпендикулярными вЪ длинЪ призмы. Одинъ элементь | 
этого тла закубиленъ такимъ образомъ, что онъ не можеть получить ни поетупатель- 
наго движеншя, ни вращенй. Предполагается: я 

Т) что на тьло не дЪйствуютъ никакая объемныя силы, 

1) что къ боковой поверхности призмы не приложено никакихь внфинихь на- 
пряжений 

Ш) и что во всей призыв №,, №, и Ть равны пулю. 

"Требуется узнать, кавля напряжения должно приложить къ основанямь призмы. 
и кавля деформащи она получить. . 

Ось 2-овъ располагаемъ по оси призмы. 

Въ силу предположешя ПП изъ выражен! (199) стр. 113 нолучимъ: 


Эк + В0=0, ЭК ВОО, Эд ечни = 0;.....(287). 


отсюда, изъ первыхъ двухъ слбдует: =, и, далфе, такъ какъ ЗВ=3А—8 К, 10: 
&.=8,= — а, ХЕ, Их... 98 

потому: з 

А г —_ эвк 3 
№=,....(238), Е=?К (1) = кк... .. (186). 


и кубическое расширене единицы объема: (= :(1 —ж)в.. 
Дифференщальныя уравневя равновъея даютъ: у 


40, пн = а О: 
№ —=0, наи я = 0, . НЕ ..... (089). 
+) =0;....... ея . 040). 


но ТакъЪ какъ: 


до. ты = 991 - = 


0% — 3 бад * 0]? ду — Е + ду?) 
ди 0 ды 0 9,0 
дада бабу = дв + 68 —^ К бь) 


то послЪднее уравнене можно представить еще такъ: 


ди, и __ од, _ оды Я 
а-я = — За = — 9......... (240, 68) 


‚Шесть дифференщальныхь уравнений (207), (208) стр. 117, ‚ воторыиъ а 
удовлетворять е ид, будуть здфеь (велЪдетв!е того что в == — 0, ,=0, а. 
производныя отъ 9, и 4, по 2 равны нулю) имфть слфдующий видъ: 


ий =0, ... (007, 1), Е (207,2) 
+0, ... (207,3), а... (008,1 
йе = а (208, 2), о (208, 3) 
т: 
| 9. 9. 1 / 0% 9 
= м-н). 
Изь (207, 1, 2, 3) и (208, 3) слдуетъ, что 9 = = ыы = а =0,в. 


потому: 
в=@-а я-а. у (62-5, у)г. 


Далфе, имфя это выраженю для е., получимь изъ (208, 1, 2) изъ (288) и 
(239): 


отсюда, интегрируя и введя произвольную постоянную @; 
И=а-х ($, =—В 5), 
Е (941) 


902 — уд: 


Теперь, имя выражене для е;, изъ (238), (239) и (240, 5) получим: 


9+4), .... (288), = (+в ),.... .. (239) 
ии = 2 +6 2--Ь),.....:.:.... (940) 


а вромв того имфемъ еще третье изъ (237), т. е.: 


0 
И (237) 
& изъ него 
ь ди д 
етих [1 


Изъ послднихь дифференщальныхь уравнений (233), (239), (240), (249), 
(241) и (237) предстопть опредфлить м, ®; №, удовлетворяющия еще слфдующимь % 
условямь: 


* Же р. 


* 


Ре 


боковой поверхности (наружная пормаль +): 
`29; 08 (н, Х) = 34, в03 (н, У) =0;....... 


‘прочая два условйя на боковой поверхности удовлетворены уже твмъ, что №, = 
далфе, на поверхностяхь основан: р 


ХЕ-К, УЕ-ЗК, ==; ........ 


г в крожв того (условия закрпленя одного изъ элементов тВла): а 
при 2—0, у=0, 2—0; и=0, = 0, м =0,.......(94 
96 д 0 ди : . 

(),.=0, (#),-0, (&).=).-0.-25:08 


Инфя выражен: 
9% де дз 
двд == зу = — Ху =— (+6 2), 
($ + и __ 0% де, ды 
Е == =хыь = @ +41), 
8 22и 
: : ; зуд; = —@— (6, — ВУ) 


: д Е 
_ Шзная, что (= 0, вайдемъ интегрированемъ: 


ди 
ду 


92 —х (вх ау ая рак 


Инфа выражения: р и 


ди д д 

ри фи = —и--И2-В У), 
р 

ди 

дв = — (@-Н 1 2), 


° получимъ интегрирован ем, введя произвольную постоянную в: 


ав, 2 вуфиы—и +, 9) .. (246 


в `Инбя выражен: 

в | 2 ани 6, =— ВУ), 
; о и = Щи б+Ьа-- ВУ), 
Е = — (@.+6, 2), 


В 146 = 


лучинъ интегрированеиъ, введя произвольную постоянную В: _ 


ИЕ а — В, наз ху (в, т) ... (247) 
Теперь имфемъ: ре =, =— и, и выраженя (245) и (246) двухъ другихъ 


производныхь перваго порядка отъ м. Зная, что и, = 0, найдемъ интегрированемь: 


2 
и=в = р. © уг (ее А-а, 19) 


(ен, =). .. . (248) 


Потом, имфемъ выраженя для трехъ производныхъ перваго порядка оть © (по- 
ди д - ое 
иду, у — — хе,). Зная, что ›, = 0, получимв интегрировавемь: 


2 за ( Иа 
0 —В. 2 а, > фо, 5 а 22 х(ау-на зу ча, 5) — 


— иг (ы В ху — В и) . (249) 
° Наконець еще получимь: : ` 


и: (ааа, ук * быту + Е(а,у),... . (250). 


тд Е (5, У) есть функшя, удовлетворяющая слЪдующеху дифференщальному ура- 
вненю: 
Е 
де 


—=—2 6+6 2-6,У.......... (240, 3) 


Притомъ эта фувкщя Р, на основанш условй (245) и (246), должна удовле- 
творять слфдующимъ требованямъ: ` 


при #0, у=0, 20, 0)=0, о АЕ. (251) 


а кромб того на контур ебчешя она должна удовлетворать дифференщальному ура- 
внению перваго порядка (243), гдЪ: 


2.= иченаа— и (у--В, зу В, “=, ВИ (252) 
Вау (ыы, инь, а). 25:5) 


Изъ числа постоянныхь произвольныхь, входящихь въ полученныя выражения, 
постоянное © можеть быть выражено въ двухъ другихъ, 6, иб,. Въ самомь дЪлЬ, такъ 


° [© 603 (н, Х) =® 605 (н, У)) 48 = 


тдЬ интеграль распространенъ по всему контуру сВченя призмы; по теоремВ же, пр 
веденной на стр. 126 (216), этоть интеграль преобразовывается въ слфдующй инте 
тва распространенный по площади сЪченя: 


ПЕ т — 2х (6-6, 2, у) а ау Фа, В к 


(954 получаетъ вул ВидЪ: 


2 (1х) Ф--ва+6,у) 8=0,............ 


тдф &— величина площади сёченя, ах, иу, — координаты центра тяжести этой 
площади. : 
Если начало координать и закрёпленный элементь находятся на лини центровъ. 
тяжести очен, то 2, и у, равны нулю, а потому тогда и $ равно нулю. 
Изъ остальныхь постоявныхь пять, а именно: а, а,, @., В, В, могуть быть 
опредфлены по величинамь проэкцй В,, В,, В. главнаго вектора и проэвщи 5, . 
Л,, главнаго момента вафшнихь папряжений,, приложенныхь ЕЪ свободному обновалйо 
привиы, 3 
Изъ двухъ основан призмы одно (2 == 0) несвободно въ томь отношении, что’ 
заврьплень одинъ ничтожно-малый элементь его, окружающий начало координатъ, 
прое же элементы этого основашя свободны; другое основане (2 =) свободно 
воЪхъ своихъ частяхъ безъ исключеня. 
Составимъ выраженя: 


=|| Хам, В,— Дуо, в, || азау, 


д. =|| (02 — 15) ааау, Л, = [|< 22) азау, 


тд интегралы распространены по всей площади свободнаго основан1я призмы, 
какъ на этой поверхности 003 (и, 2) = -н 1, то, по формуламъ (244): 


ХАК, УЖЗАК, = Е, 


тдЪ нужно подставить 7 вифето =. 


На 


Возьмемь равенство (243), помножимь его на 2 и возьмемь интеграль по кон- 
у; помножимъ его другой разъ нау и также возьмемъ интеграль по контуру; полу- 


[№ сз (н,Х) 45 -н | 9.5 в0$ (н, У) 45=0 


[м 03 (н, Х) 48 -+ | 9 с0з (н, У) 45 =0. 


Эти интегралы по формулв (216) могуть быть преобразованы въ интегралы, 
спространенные по поверхности сВченя, а потому получимъ слфдуюния равенства: 


з||№. ахау = — з (= о. #) )) гагау, 
з|* ахау = — 2 М ие м) уахау. 


Такъ кавъ изъ равенства (240) слфдуетъ, что: 


ый = — 1+) 6+8 2+5), 


о, на основаниг вышесказанваго, выражения для В,, Ву получать слВдующИ видъ: 


=2(1 +») К (652, 6 {-н 5,5) = Е (6%, 5,5). . (256, а) 
В,= 2(1 +») К (5, +6 55,3) =Е(6,5,+ 5,3, . (256, 5) 


9 = [газы =, 521, 3 = [аль =, -+ 892 


$ [о =. + 5%,9,, 


т. в. Ги 3 суть моменты инерщи площади основашя 2 = 0 вокругъ осей У-овЪ и 
Х-овъ, аб есть произведен инерщи этой илощади относительно тёхъ же осей; %,, 3, 
я, @)ть моменты и произведене пнерши относительно параллельныхь осей, прове- 
денныхь черезъ центръ тяжести площади. 

Далфе, принявъ во внимаше соотношение (255), найденъ; 


В.=Е (аа, 1 а.9)8............. (256, с) 


ы те 


Вь выражеяхь моментовъ Л, и Л, взаияно сократятея в на ‚ основан В 
(256, а, 6) члены, заключающие 2; "останется: 


4, = Е (аду + а б-а,3),............. 

Л, = — Е (ат, а, Ч -на,6)... 

Изъ равенствъ (256, а, В) получимъ слёдующуя выраженя для величинь коз 
щентовь 6, и Б,: 


5 ВВ ВеВу у Ву Вы 
— ЕВ, $. — ре не 


Изъ равенствъ (257, а, 6) можно исключить а при помощи равенства (256, 
и затьиь полученныя уравнешя ТЬшить относительно @, и а,; окажется: 


Е о) 
№)... 
Е о) 

и)... 


Эти формулы значительно упрощаются въ тёхъ случаяхъ, когда заврвлле 
центрь тяжести площади несвободнаго основавя призмы, а площади сВченй 
тричны относительно плоскости У2, такъ что: 2, =0, у, =0, 5, = 0; тогда в 
ий пять поетоянныхь будуть имъть слфдующя величины: 


В. В, Л, Л. < 
Вр, В ве, = — Е м 


@а= 


Прежде чфмъ опредфлить постоянную а, слфдуеть опредфлить видъ фу 
Е (х, 5). Замнимь ее слёдующею функщею: 


Ви.) = В Ву + [@, у. 06 


новая функщя Ё (, у) должна будеть удовлетворять (какъ слвдуеть изъ уравнен 
(240, 3)) уравненю втораго порядка съ частными производными: 


и 
я див = 0,.. 

на контурв — схфдующему уравнению съ частными производными перваго порядка: 1 
9 @ (у в03 (н, Х) — я 008 (н, У)) + (1 = *) 6 (2 08 (м, Х) -н у в (м, У)) 


+ы [ее Ви оз (н, Х) + (2-2) 2 006 (м, У] ке 


5, [2 - х) 29 воз ыы 608 (н, У}; р 


° того, ВЪ саду условй (251), м р должна удовлетворять ани 
. 


прих = 0, у=0: [(0,0)=0, ЯВ, В т 065) 


Можно показать, что для важдой площади существуеть только одна фунещя, 
етворяющая слфдующимь требовавямъ: 


чтобы во везхъ точкахъ данной площади она и ея производныя были сплошными 
Лями координать и чтобы во вефхъ точвахъ этой площади она удовлетворяла 
ренщальному уравнентю (263); 

чтобы во вовхъ точкахъ контура данной площади величина. -: была бы данною 
пею координатъ точекъ этого контура; 

чтобы | (0,0) была равна нулю. 

Для того, чтобы доказать это, возьмемь слёдующия формулы преобразованя 


раловь: 
[№ ахау = 605 (н, Х) 48, 


Е ахау = | с05 (н, У) 43, 


Ки, суть оплошныя фуньши во вохъ точкахь площади) и примфнимь ихъ къ 
ЩяМЪ: 


П-Ги: =, 


де 


уъ; получится слБдующее равенство: 


Деу - ручье) = вю 


Если теперь предположимь, что для данной площади можно найти дв% различныя 
щи [и Ф, удовлетворяюния вышесказаннымь требовавамь, то разность ((— $) 
ъ двухъ функщйЙ должна удовлетворять уравненю (268) во везхъ точкахъ пло- 


‘и уравнению: 5, — № = 0 на контур, а потому, примфнивъ равенство (266) 
ой разности, а 


оу 


Этоть интеграль оть суммы квадратовь можеть быть равенъ нудю только тогда, 
в во воБхЪ точкахъ площади и на контур%: 


6 9-0: 
05 02? ду 0 


нь Ти:ф нотли бы разниться только постоянною величиною, 
и та и другая должны быть равны нулю въ началь координатъ, то Е 
тождественны на всей площади. 

И такъ для каждой площади можно найти одну только фааиЮ р 
ряющую сказанныхъ требованямъ. 
Такъ какъ $ = — (6, 2,6, 9, , то можно положить, что 


РЕЗ (ту) + (2, у) + 6,9, (2, 9)},..:.:...:.. 


тд 8, Ф,, ф, суть три функщи оть 2 и у, которыя: : 
во вефхъ точкахь площади с5чешя должны удовлетворять дифференщально 
уравнению (263), :. 
на контурё производныя отъ нихъ по н должны быть равны слёдующимь вы ра 
женямъ: а 


у 0$ (н, Х) —2 60$ (н, У)... на, 


98 — [мы ми (1+5) 2) сз (м, Х) = 


= (2-х) #2— (1-х) 2.) у 095 (н,У)....... 

9 (2 у— (1 > у,) 05 (н, Х) 
н 

ее а +) ии.) 3 (м, У);..... 


въ начал координать, при 2 = 0, у= 0, он должны обращаться въ нуль. 
ПослВ этого выражешя (252) и (253) получать сл6дуюний видъ: 


За -н, и, на — в, (2-х #— (1-4) у— р 


ху2-+- (2 — ) 2 
2 (ее9= ея 


Е 


Зо -НЫ В, ву, (2+ ду— (1+ у)2—. 8 


Постоянная © опредфлится по величин момента вокругь оси -овЪ ви® 
напряжен!й, приложенных къ свободному основанию призы. Этотъ моменть вы: 
такъ: 


Ч. => — ух) ау = кз (29; — 9.) азау. 


Подетавивь сюда вифото 29, и 29, предыдущия выражешя и принявъ во вниз т 


не, что ^% 


В о аз) 4тау= | (с с0з (н, У) — у 03 (м, Х)) 48, 


‚ на основании равенствь (215) стр. 124: 


ео Ее 


учинь равенство, которое можно будеть рфшить относительно «; окажется 


(оне 95, 


а | ий -+9 5—3) 3%}... 


$ 3. | [гаь, 5 д = зуахау, 
Зе | [ув 5, .= Г злт. у 


ДВ постоянный В, и В. опредфлатся согласно съ формулами (265) посль того, 
къ найдены будуть функци 3, Ф, и Ф, для даннаго сБченя. 

Для того, чтобы дать нфкоторое понят!е относительно значешя постоянныхь или 
эфишентовь а, @,, а,, В, В,, Ви В., остановимся яфсколько на полученныхь фо]- 
К лахъ. 

Условинел называть солокнами призмы т$ ливйи, которыя въ предварительномъ, 
стоянии были параллельны оси 2-0въ; подъ осевымь волокном» будемь подразун%- 
ть то, которое совпадало съ осью -овъ и одинъ конець котораго закрёиленъ въ 
кновани 2 — 0; чентральнымь волокном будемъ называть то, которое проходить 
резъ центры тяжести ефченй; если х, и у, равны нулю, то центральное волокно 
ъ вифетв съ тЬмъ и осевое. 

Коэфишенты сдвиговъ 29, и 29, суть вифств съ тьжь и косинусы угловъ, со- 
авляемыхь направлешями искривленныхь волоконъ съ тёми линями площадей сЪче- 
1, которыя были параллельны осямь У-овъ и Х-овъ. Такъ какъ 24, и 29, незави- 
тЪ оть 2, 16 отеюда слфдуетъ, что каждое искривленное волокно наклонено оди- 
к060 КО вСЪмМ5 искривленнымь спченямз в5 ттьть зточкать, в5 которых5 оно ит5 
ресъкаетз. 

Прил = О ну= 0 коэфищенты 24, и 24, обращаются въ В, и В, `(ем. (252) 
(253) стр. 145), сльдовательно 8, и 8, суть косинусы угловъ, составляемыхь искрив- 
ННЫМЬ ОСеВЫМЪ ВОЛлОкНОмЪ СЪ тфии направлениями въ каждомъ сфченш, которыя были 
едварительно параллельны осямъ У-овъ и Х-овъ. 

Уравнешя искривленнаго осеваго волокна получатся по исключени 2 изъ ра- 
НотВЪ: 


#2 (1+ а) — 6,264.) =, } 


_ воторыя получатея изъ выражений: х == м, ь 
жыхь формулами (248—250), сдфлаемъ #—0,} у=0. к. а 
Изь этихъ равенствъ видно, что если осевое волокно есть вифетв 6 тЬиъ. 
центральное волокно, то оно имфеть видъ кривой 3-го порядка, если‘же $, иф, рав 
пулю, то обевое волокно воть кривая втораго порядка. й 
Подетавивь Въ формулахь (248—250) х, пу, вифето ши ум приородинивь 
полученных выраженя для м, 0; м въз,, у и 2, получииь выражешя координать 10- 
чекъ ‘центральнато волокна въ деформированиомть состояни; приняв во вниман!е ра 
венствб (255) и (256, с) получимъ слдуюцуя уравневя этого волокна: 


й Е АА .....: (9 
2=Р (а, у)-н2 (1 а); 


здфсь, для краткости, нфкоторыя сумны обозначены однимь знакомъ, а именно: 


В. х р х 
авиа, (ину, ВВ, — ву В (НУ, 5, 


в я = 
У, — вии, (и?--уз), Ву Ват, В, (ибн у) т, 


вромб того, отношеше (В, : $Е) означено черезь а. р 

Изъ этихъ уравиентй видно, что а’ представляеть удлинневе единицы централь-_ 
наго волокна по оси -овъ;' вели начало центральнаго волокна закрфилено, тахъ что _ 
2, из, равны пулю, то а’ равно а; во всякомъ случа а’7 предетавляеть удлиннени 
всего центральнаго волокна по оси 2-овъ. у 

Если провести черезъ центръ тяжести основаня 2 = 0 касательную къ исврив- 
ленному центральному волокну, то координаты 2 и у точекъ этой прямой выразятоя: 
суммами х,-+ Вану,-+ В2. Возьмемъ ва этой прямой такую точку, ‘для которой 
2 =1. Разность между координатами по осямъ Хи У свободнаго конца центральнаго 
волокна и координатами упомянутой сейчась точки, т. е. величины: ; 


в 


в 
—@5—& 


а 5’ 


не 
/ 


называются стрьлками изгиба центральнаго волокна по осямъ Х-овъ и У-овъ. 


изгиба, два послфдые, какъ видно изъ формуть (258) стр. 148, зависять оть вели- 
ЧИНЪ проэвц В з.Ву главнаго вектора „наприжени, приложенныхь къ свободному. 
основанию, и равны нулю, когда эти проэкци равны пулю; тогда центральное волокно. 
воть кривая втораго порядка. $ 

Два друге коэфищента а, а, какъ видно изъ формуль (259) и (260) зави: 
сать оть моментов Л, и Л, и ром того зависять еще оть а’ или оть В,, ебли 
центръ тяжести песвободнаго основаня не заврёпленъ. 


Коэфищениь о; есть коэфищенть кручения; онъ; какъ видно изъ формулы (271), 
иситЪ не только оть Л., но и еще отъ @, иб,, такъ что закручиваше можеть 
исходить и при Л. равномъ нулю подъ вмящень изгибающихь иль, если только 
:нованя призмъ не симметричны относительно плоскостей Х и ДУ. 

Обратимся теперь къ разысканио нкоторыхь контуров, для которыхь вилъ 
хъ трехъ функц 3, Ф,, 9, можеть быть опредьленъ. 

Прежде всего замфтимъ, что функшя 3 (2, у) должна удовлетворять такимъ же 
'иъ требованямъ, какимъ должна была удовлетворять функшя 2 въ задачь о кру- 
ниш прязмъ. Пусть Ф (2-н 2) есть какая либо функщя оть комплексной перенфн- 
Й, Ф (2, 9) дйствительная, & 3 (2, у) мнимая часть этой функции. Уравнеше (268), 
горому должна удовлетворять функшя % на контурв, можеть быть представлено 
дъ слёдующимь видомъ: 


довательно, на площади, ограниченной контуромь выражаемьиь уравненемь: 
ф г = О, функщею $ можеть служить мнимая часть той функции, дЪйствительная 
деть которой веть ф. 


Сумма: 
А, т 608 9 - 4,7 с05 20 — А; 7? 603 30 = А, с0340-.... 


== Ву зш 9 - В, зт 20 + В, 2? эт 39 + В,“ зт 40 -+.... 


ожеть быть мнимою частью функши отъ комплевсной перемфнной и можеть служить 
ункщею 3 для нЪкотораго контура; видъ этого контура мы всегда въ состоявёи опре- 
лить. 

Будемъ теперь искать видъ тЪхъ контуровъ, для которыхь Ф, и 9, выражаются 
оже суммами подобнаго же вида. 

Чтобы функшя Ф, (7, 7) выражалась суммою членовъ приведеннаго выше вида, 
еобходимо, чтобы эта сумма удовлетворяла уравненю (269) на контурв, такъ какъ 
на уже завфломо удовлетворяеть уравненю (263) во вебхъ точкахъ плоскости. 

Мы будемь предполагать, что 2, и у, равны нулю. 

Коэфищенты А и В мы подчинимь тому условтю, чтобы выражение: 


@+ю—) м, 


ду 


а а 


2) 


по умножении на надлежаший интегрирующий множитель 7, приводиловь бы къ виду: 


4 ау драг 

3 05 № ба 68? 

'дВ ф есть какая либо фунешя отъ 2 и у. 

Не трудно убфдиться въ томъ, что безъ интегрирующаго множителя здфеь обой- 
тись нельзя, р .) 
Посмотримь, не можеть ли быть интегрируюный множитель функщею одного 
олько 9. с 

11 


а нножитель о 
каочающой 2, должевъ удовлетворять дифференщальному уравн 


Въ настоящемь случав это поелвднее будетъ: 


ди 


ее - Р @--*) =) 7=(е-5 а — " 


дд? ду 
но, такъ канъ ф, удовлетворяеть дифференщальноху уравневтю (263), а Г естьфу 
Я ТОЛЬКО ОтЪ у, ТО Отсюда слёдуетъ, что выражение р 
* 
. 1 09. 


= @+Юу 


слвдующе изъ Коофишуентовь вышеприведенной сумны: 
О М № Ч. ВВ ВОВ ВЬ а 
Поэтому ф, можеть имфть такой видъ: 


й: Ф.=Ая- ЗВ, ху-н А, (42—32). 
Лифференщальное уравнеше. которому долженъ удовлетворять нножитель И, бу- 

деть такое: 
тдИ 1-х 


В (3), 


интегрируя его найдемь, что интегрирующй множитель должен быть сябхрощи: ; 


У (Ву), я 1-х 


т ЕЕ 


Выразинь 4, въ жихи вифето у введеньъ пережфнную *: 


1х эн» 1х 
ч=В, + “9, 34.=— р Е 


тогда дифференщальное уравнене, умноженное на У, получить слёдующиЙ видъ: 


(с 2жпВь 


НИ яп (1-5) :) п ">, 


паке И); =4 


ато > 
аы " 
6 ву. 


По интегрировани и по раздфлеви на м въ степени (и -+ 1), получимь, озна- 
‘новую постоянную произвольную черезъ 7): 


Сп 2ипз В, (ип-н (1х) 3 м 
(и --о (ке) ПЕ ®- 2 тен. . . (274) 


Мы предположили, что цевтрь тяжести площадей, окаймленныхь разематривае- 
вонтурожь, находится въ началь координатъ. Такъ какъ уравневшя полученныхь 
уровъ заключають только 2°и боле никакихъ другихь степеней этой перемн- 
‚ то очевидно, что контуры симметричны относительно оси У-овЪ и что стало быть 
— 0. Можно было бы разсмотрёть, при каких условахь у, будеть также равно 
; но мы ограничимся только тЪии ‘изъ полученныхь нами вонтуровъ, которые 
гъ очевидную симметрию также и относительно бси Х-овъ. Это т кривыя, кото- 
получатся при В, равномъ пулю и при такихъ значеняхь (п -= 1), которыя лають 
анутый контуръ, составленный либо изъ одной непрерывной кривой, какъ эалипеъ, 
изъ частей различныхь кривыхь, соотвфтетвующихь одному п тому же (и 1). 
При В, равномъ нулю уравненше (274) получаеть слдующуй видъ: 


Ат 
@+ма-» 


= (1 а ) у 27 ты В (274) 
щя ф, елвдующИ видъ: 
ф, (2, у) = Ах- (= — ыы. (ит =) В -. . (275) 


1. Прежде веето остановиися на тфхъ случаяхь, когда Г), = 0 и когда уравне- 
(274) выражаеть эллииеъ: ау’ +6327 = 0%5?. Ддя этого надо, чтобы были; 


Ат к Ат (в = 3) т 
па» > и) 


да слфдуетъ, что я и 4, должны имфть слдующия величикы: 


паз 34? у ааа 
а-я’ “= я Ва? 


п 1) 5 


‚ (2, у) выражается такъ: 


Боя (@-= 2 (1-н >) 42) 22 - (2—ю + (4+ а)) ви). (976) 
Замбнивь здфеь 2, у, аиЪ черезъ у, 2, $ п а, получимь выражене функщи Ф, 
) для того же самаго эллипса, какъ видно изъ сравнен1я между собою выражений 
) и (270) стр. 150; такъ получимъ: 


эт (@--2 1 в) ву (@— дека) 


Еромь того намь уже известно, что зая того жеоллипеа фунт" 
инвть сльдуюпий видъ: 

о мы 
ь р СНЕ 


Теперь, зная эти три функщи для эллипса, можеме вполн» рплиить задачу 
деформащи эллиптическало ‘цилиндра: 572? =. у — 06? при сапдующихв 06: 
стоятельствахь: 

Закротлены : центрь основанёя 2 = 0, элементь лини, совпадающей с о 
Х-06%, и элемент площадки, совпадающей сз плоскостью ХУ (06% эти элеме 
должны заключать въ себ центрь основашя, т. в. начало координать)$ боковая по 
верхность цилиндра неподвержена внплиним» напряжешямь, внтишя напря 
я приложены только ко незакритленнымь частям» основанщя 2 = ( и кз осно- 
ваню г — 1 и притом таким» образомь, что проэкщи на оси координата лав 
назло вектора и злавнало момента (вокрузз ‘начала координат») внъшниае напря 
Нери приложенных» кз основано 2—1, имъють заданныя величины В „, В,, я 


ре выражешя (276 —278) получим коэфищенты В; и В: 


а ака а 
Вии «| 


Аа до бы а [АЯ т 
аи» 


з а? 36° 


Затвмъ мы найдемъ для одного изъ интеграловъ, входящихь въ равенство ет» 
слбдующее выражене: 


а? 5? 


[и | 5 (уз (м, Х) — 23 (и, У) &=—"-8 (8—9), 


друме два интеграла окажутся выраженныхи въ 5», би, 5.» Э» & эти интегр 
для площади, симметричной относительно обЪихъ осей, равны нулю, 


Поэтому а, выразится тавъ (ем. 271): 


т. е. такъ же, какъ и въ случа простаго закручиваня этого цилиндра. 

Остальные пять коэфищентовъ: а,, а., 6,, 6, и наконець коэфищенть @, в 
рый, для отлия оть большой полуоси эллипса, означииъ черезъ а,, выравятея 
формуламъ (261): ‘ 


И ав: 
В. = укнь» == за — о В &= таб” 


`Раземотримь деформацию этого цилиндра въ томъ случа, когда напряжения: 
ложенныя къ свободному его основано направлены параллельно оси У-овъ и ра 


— т 


лены симиетрично отноентельно плоскости У, такъ что В. О: 1. ры 
ву, & Л, = —18,, такъ какъ у вевхъ напряжений одно и то же "плечо: 1. 

^ Въ такохь слу ©, @., ан В, па равны иудю, а функц ко 9) офоть 
стрющйи видъ: 


аз--(2 —#) 11) 23у+-(2—) #4) и) |. (280) 
и а точекъ выражаются такъ: 


и = 6, (1—2) пу, ю=6, (:—дэ-+-Ре| 


о-в, а-ьь, (1—+)5 | 


2 


отеюда, координаты точекъ въ деформированномь состоянш выразатся слФдующими 
формулами; 
г х= (1 6х (—2) 9), 


уч + е+ь (1-3)... 08 
ва (6, (девы и) у. 


Положивъ въ этихъ формулахь у==0, найдемь: х=, #==2; это значить, 
что воБ волокна, бывиия сначала въ плоскости У, остались въ своихъ вертикаль- 
НЫХЪ ПЛОСКОСтяхь и не получили удлинненя по ои 2-овъ, онф перемфстились только 
по ови У-овъ и получили видъ кривыхъ, выражаемыхь уравненями: 


у=ь, (и—0 в (1-1)2),.. ЧЕ (289) 


воли разсматривать х какъ постоянныя; если же разсматривать х какъ перемвнное, то 
это равенство есть уравнеше той поверхности, въ которую обращается офчеще ци- 
линдра идоскостью ХУ при деформации его; ливя пересфчен!я этой поверхности вся- 
кою плоскостью, перпендикулярною къ оси 2-овъ, есть обыкновенная парабола, ось 
которой направлена по отрицательной оси У-овъ, вершина которой находится въ точкВ 
переефченя этой плоскости центральныхь волокномь, а полупараметръ равенъ едини- 
цв, дьленной на 2,х ( — 2). Эти параболы представляют деформированное состоян!е 
большихь осей площадей поперечныхь сфчешй призмы; полупаружетрь параболы за- 
крьиленнаго основан!я наименьшй, между тёмъ какъ большая полуоеь свободнаго 
основашя остается прямолинейною. 

При х = 0 равенство (282) обращается въ уравнеше центральнаго волокна; 
это — парабола третьяго порядка: 


о (083). 


15 координать касательная къ ней. составляет, съ 06 

а вотораго равенъ В,. Если считать разстояне 9 точекь этой вр 

_ лельно ови У-овъ оть этой касательной, то разотолне свободнаго конца п 
волокна окажется равнымъ: 


. ЕВ 


независимо отЪ размфровъ эллипса, при той же величин &,. Уголь, составляеный 
осью Й-овЪ касательными, проведенными въ разныхь точкахь волокна, непрерыв 
возрастаеть отъ начала координать и до конца его, какъ видно изъ выражения: 


? в=в + (1). 


Радусъ кривизны волокна имфеть безконечно-большую величину на свободи 
концу его. 
Ноложивъ въ уравнешяхь (281) 2 постолннымь (положимь г = с), будемъ 


` порядка. 

Перенесемь начало координать на время въ точку пересфчешя разематриваемо ой 
поверхности съ центральнымь волокномь (2 = 0, у=0, 2==6); означивь н 
координаты черезь д и <, получимъ слфдуюния выраженуя: 


х=2 (1х1 — 0) у), ч=у--&х( 9, 


=ь ( 


Возьмемъ за новую ось 2-овъ касательную къ центральному волокну въ ново 
началь координать и за новую ось У-овъ нормаль къ этому волокну въ той же точ 
направленную къ центру кривизны. Новая ось 2-овь будетъ составлять съ прежней 
уголь ф, синуеь и косинуеь котораго-выразятся, пренебрегая квадратами и вые 
степенями 6,, такъ: 


—еу+Е у). 


Га 


605 <= 1, зшф=в,— (+) <Ь.. С 


Означивь новыя координаты поверхности черезъ у и 3, найдемь, что он вы 
зятся, пренебрегая вторыми и высшими степенями 6,, такими формулами: 


г ра У 
У=т 008 ф — мфу, — 6) >, 
$=6 008 9+тзто=Ву-+ Е (2, у):...:.... Е 
въ этимь двумь формуламь должно присоединить еще выражене для х; назовемь эт у 


хоординату черезъ т. 
и 


По: исключени 2 и у изъ Этихь трехъ выражений и пренебрегая вторычи степе- 7 
_ нами б,, получимь слдующее уравнене поверхности искривлевнаго сфчения въ новыхь— 
а = Ву Е(а, У), то веть: 


и (2 — *) 6?) 1+ (2 —ха- (4) 1) 


2 (#3... (285) 
Такое уравиеше поверхности искривленнаго еЗчев!я получили мы, пренебрегая 
вторыми и высшими степенями 6,; это уравнен!е не заключаеть с, поэтому моженъ 
сказать слвдующее: : 
Если стрълка Ё изиба призмы настолько мала, что представляется: 603- 
можнымь пренебречь вторыми и высшими степенями величины: 


) и, 
то, пренебреая такими степенями этой величины, можемь считатв, что вет 
спченя призмы имтютз одинз и тоть же вид при деформированномг состояни. 
Видь поверхности (285) такой, что если пересъчемь ее плоскостью 3 = 0, то 
получимь въ пересфчени: прямую } = 0 и эллииеъ, полуось котораго, расположенная 
по новой оси У-овъ, боле 6. 
Плоскость, проведенная черезъ новую ось Х-овъ подъ угломь къ новой оси У-овъ, 
не большимь агс\е В, пересфчеть эту поверхность третьяго порядка по’ нЪкоторому 
эллипеу, подобному тому, который образуется пересфчешемь поверхности плоскостью 


$ ==0; при угл наклонешя, равномт агсйе В,, эллинеь обращается въ точку *х = 0, 


у=0,; =0. Сь другой стороны, если провести какую‘либо плоскость, пересвкаю- 
щую плоскость УЯ во второмъ и четвертомъ квадрантахъ, то получимь опять эллипсы, 
подобные вытесказаннымь. 

Стдовательно, ос» эт плоскости, проведенныя через новую ось Х-065, ко- 
торыя переспкають “поверхность (235), переськаютз ее по подобныме_ между 
собою эллитсама; плоскость, касательная кз поверхности вх началь координате, 
имтеть нормалью прямую, составаяющую улоль атс В, сё новою положитель- 
ною осью 7-06 и уголь атесойх В, сё отримательною новою осью У-065. 

‚ Топографичесыя кривыя ливи, образуемыя пересфченами поверхности (285) 
плоекостями, перпендикулярными къ новой оси #-овъ, выражаются уравнешями, кото- 
рыя получимъ изъ (285), сдфлавъ въ немъ ; равнымь Е п; изъ этихъ уравненй: 
Еп=Ьу- Р (1, У) видно, что топографичесыя кривыя симметричны относи- 
тельно плоскости УЙ и что*гопографическая ливйя, соотвЪтствующая какому либо по- 
ложительному (-= я), находится вся на сторон положительныхь У-овъ, а топографи- 
ческая линйя, соотвтетвующая такому же отрицательному %, находитея вся на сторон 
отрицательныхь У-овь и притомъ расположена симметрично съ первою относительно 
плоекости ХА. 

Для круговаго цилиндра, когда а = = В, уравнене (285) получаетъ слфдую- 
ЩИ видъ: 


НУВ РА, В 


совченй оказываетея и периметрь самаго поперечнато свчешя призмы, т. е. кру 
уса В; онъ заключается въ плоскости, —. къ р составляеть съ оеыю ль 


‚ поверхности плоскоетью ХУ, имфеть радлусъ рый ВУЗ -н 2х. 
Уравнен1я топографическихь лин! въ этомъ елучаЪ можно представить такь: 


з 4% 
(+)—в- ри, 


тдВ 9 есть уголъ, составляемый направлешемъ радлуса вектора кривой еъ положитель- › 
ною осью У-овъ. к. 

Рьшая это уравнене третьей степени относительно 7, находимъ для каждаго и, 
не большаго нфкотораго предфла, три дЪйствительныя значения у: 


ть 32 т”, оз/З 8 2) т, оз 
% у 3— 6030, = 56033), = 5 603 (© 


тдЪ: 


В Сб 
605 З0 — ЗЕ пово(вви) > --------2:: 


мевьшею единицы. 
Предфльная величина для ® — слфлующая: 


—_ ВВ [3 2х} 
Е 3 }, 


топографичесвйя вривыя, соотвётетвуюцщия этимъ величинамь ®, обращаются въ точки, 
находацяся на оси У-овъ. 

На чертежв 34-мъь изображены топографическая лиши поверхности (286) не 
только внутри круга радцеа В, но п вн ето, тамь изображень и кругь радиеа | 
ВУЗ --Зи, служащШ вмфотВ съ осью Х-овъ, топографическою линею и — 0 по- 
верхности. На этот чертежв проведена: еще ливя черезь центръ круга, представляю-_ 
щая кривую перее®ченя искривленнаго сфчешя новою плоскостью: УХ. 

2. Надъ вебми прочими замкнутыми контурами, которыя выражаются уравненями 
вида (274), ны столь подробно останавливаться не будемъ. Замфтимъ только, что для _ 
нихь приходится ограничиваяься только ршенемь вопроеа объ изгиб призмы напря- 
жешями, параллельными оси У-овЪ и симметрично распредфленными по обЪ стороны 
плоскости У; для вебхь этихъ замкнутыхь симиетричныхь контуровь перемщеня 
точек призмы выражаются формулами (Я); выраженя координать х, у, 7 при изгибё | 
приямы формулами (281), уравнеше центральнаго волокна — формулою (283), ура- 
знеше поверхности, образуемой волокнами неполучившими удлиннени — формулою 
(282), уравнене поверхности свченй, пренебрегая квадратами и высшими степенями 5. 
будеть выражаться уравненемь $ = В, у-+ Е (х, 5). Разница будеть въ коэфищен- 
тахъ функци Е и въ величинахь 8, и 5{,, 


^_ Для вобхь отихь случаевъ: 
ПГ Ьфь, Фу С 


Ее («— 12—68 у) 


т 


2+х 1х 
=== 


воть коэфищенть, величина котораго зависить от х, т. е., отъ природы вещества 
призмы, и от . Можно подыскать, конечно, таке замкнутые контуры, для которыхъ, 
напримврь, С==1, тогда топографичесыя лини для этихъ контуровъ будуть выра- 
жалься слбдующими уравненями: 


а 

Ни Ау, 
т. в. это будуть прямыя, параллельных оси Х-овъ. Для этого необходимо, чтобы (1-=1) 
было равно — (: — 1}; т. в. было бы дробнымь; въ такихъ случаях можеть полу- 
читься замкнутый вонтуръ, составленный изъ кривой: 


Ат 
а-я — ее 


ЕЕ Ру — "+0 


на той части. плоскости ХУ, которая соотвфтетвуеть положительнымь у, и изъ кривой; 


Ат а = фу "+5 
$ ао р 


(+ (+) пк 


на сторон отрицательныхь у. Относительно вебхъ подобныхь обстоятельетвь и вида 
могущихь здфоь представитьея колтуровъ мы рекомендуемь обратиться къ стать 
`С. Венана *), въ которой, впрочемъ х полагается равнымь 0,25. 

3. Изтибъ призмы, основаня которой инвють какой угодно симметричный отно- 
сительно плоскостей У и @Х видъ, можеть быть опредфленъ весьма просто въ тёхъ 
случаяхь, когда напряжены, приложенныя къ основанямь ея, таковы, что главный 
вевторъ В равенъ нулю (и конечно также и проэвщи его В, В,, В. на оби коор- 
динатъ), а изъ моментовъ же напряжен!, приложенныхь къ свОбоднону основанию, 
равенъ нулю Л,. Въ такихь случаяхь нЪтъ надобности опредфлять вида фунши $, Ф, 
и ф., потому что коэфищенты <, 6, и В, равны нулю, коэфищенты 8, и 8, тоже равны 
нулю, & остаются только а, иа,, зыражающеся по формуламъ (261) стр. 148 въ ве- 
личинахь двухъ остальныхъ, неравныхь нулю, моментовъ. 


*) де БашьУепапе. Мёшойее з0г [а Яежюн 4ез ризшев, зиг её &1взешелез ‘тапзуегзаих её 
Топрнайшаих д Рассошраапене огзаш’е Пе пе ’орёге раз ипИогиёшев! ош еп ате 4е сеге]е, её зиг 
Ла Югше соптФе аЙесёёе а]огв раг 1ешгз зесбопз ‘гапзуегва]ез реншуешене р1апез. Зиг 4е 
ша бшайацев р. лопуШе, 2-ше Зёне, Т. 1, 1856. 


Возьмень тотъ случай, погда неравенъ нулю только хомевтть 1 
Тогда а, = Она, Е, = Л; неремфщения точекъ призмы выразятея фор 


с 


и хату, © а, 


а координаты х, у, х — формулами: 


х=4(1 и. у— (9—2) х- 2), в=2 (1 +а;). ..(288) 


При постоянныхь 2 и у, эти равенства выражаютъ форму пскривлениато волокна; — 
каждое волокно будеть заключаться въ вертикальной плоскости, но, вообще говоря не _ 
въ 10й, въ которой оно было въ предварительномь состоянш; въ своихь начальныхь › 
вертикальныхь плоекоетяхь останутся только волокна, находивицяся въ плоскостяхъ. 
симмегри призмы. Кривая, предетавляемая которымъ либо’ изогнутымт волокножь вы- 


фазится уравненемь: 


(ук). ..... 


Предположияь, что моменть Л, отрицательный, тогда а, имфетъ тоже отрица- З 
тёльную величину (пусть а, = — @а’,) и свободное основан е призмы наклоняется по 
положительной оси У-овъ. По формуламь (288) найдемъ, что для центральнаго во- 
локна х== 0, #=2 и 910 уравнене его будетъ слдующее: › 


считать эту кривую дугою круга ада и равнаго (1:а’.). Иа изгиба ий 
наго волокна равна 


тд у, есть новая ордината начало волокна; это тоже параболы, полупараметры кото 
рыхь менфе полупараметра центральнаго волокна при положительном у и боле — 
при отрицательномь у. Н 

Положивъ въ равенствахъ (288) 2 =с получимь выражешя координатъ точек 
поперечнаго сёченя 2 = с лри деформированномь состояви призмы. Если поступить 
такимь же образомъ, кавъ въ пункт 1-мъ настоящаго параграфа, т. е. взять за но- 
вое начало координать точку 2, —си 2у, = 47,0, а за новую ось 2 касательную в 
этой точк® къ центральному волокну и назвать черезъ $ и ® новыя координаты точ: 


. 


поверквоети образуеной сЪченемь (причемь х = х); то получи а выражен 
дая’ ЭТихь координать: 


: 
ани а | ы 


Ив “ 
У=УУТ-= (@/6)-= | 


Пренебрегая квадратами и высшими степенями а.’ получимь $ = 0, т. в., при 
низтожнома ‘иззибть призмы, при котором можно пренебреать квадратами и 


высшими степенями @’,, всъ поперечныя стчешя ея будуть казаться плоскими 


и нормальными кз центральному волокну, которое будеть пить видъ дуги круга. 
Предположизь, что 6фчен!е призмы быль прямоугольник, ограниченный сторо- 
нами: 2 = -= А, у= + В; посмотримъ, какой видъ получили эти стороны при де- 
формали. 
Пренебрегая квадратами и высшими степенями а’,, мы найдемь, изъ формуль 
(391), что ординаты у,, 9, серединъ верхней и нижней сторонъ окажутся равными: 


в? 


’ С: 
= — Вах, В-на, 


: = — За, хВ) (—), 2 а (1 2а/*В) (©.— 5). 


Это параболы, оси которыхъ направлены вверхъ, а вершины находятся въ точ- 
вах С,, 0, (черт. 35-й), бывшихъ серединами сторонъ. Если разсматривать эти кри- 
выя кавъ дуги круговъ, то окажется, что центръ верхней дуги находится въ разетоя- 
и =. — 2В оть точки С:, а нижней — въ разстоянш а отъ нея же, такъ что 
нижняя дуга не концентрична съ верхнею, но центръ ея еще выше чфиъ нижней. 

Координать вершинъ 4. и В, будутъ, первый и второй: 


= (1 а, хВ) 
В 


В? ’ 
= — Вах, = Вах 


евли прямоугольникъ быль квадратомь, то ординаты этихъ точекь будуть (— В) 
и (+ В). С 


06% боковыя стороны выражаются однимъ уравнешемъ: 


2—2, ия =); 


Эта — парабола, инфюшая вершину на отрицательной оси Узовъ и весьиа малый 
полупаранетрь 2а/.х. 


‚При разематриваемомь здфеь изгиб® сдвиги 29, и 29.; какъ видно изъ формуль_ 
(252) и (253) стр. 145, равны нулю, а потому равны также нулю и напраженя 7, 

- и Т, во веей призм. Неравны нулю только продольныя напряжения №, = Еаьу, 

. рыя имфють отрицательныя величины въ нижних волокнахъ и положительныя — въ 
зерхнихъ. Для пропаведеня такого изгиба надо приложить къ свободному основанйю: къ 
элементамь, находящимся на положительной оси У-овъ, — давлешя, а къ элементамъ, 
находящимся на отрицательной оси У-овъ — натажешя. Несвободное основан!е можно _ 
заврёпить все въ его деформированномь состояни; тогда закрёпляющия его связи бу- 
дуть оказывать соотвЪтственныя резкши въ каждомь изъ элементов его плоскости. 


ТХ: > 


0 равновфсм тонкихъ упругихъ проволокъ. 


$ 47, Въ $ 34-мъ ва стр. 91-й было упомянуто, что мы ограничиваемся раз-_ 
емотрьвемь только такихъ деформащй упругихъ тЪль, при которыхъ вовругь каждой | 
точки тёла, въ сферь дЬйствя исходящихь изъ нея частичныхь силъ, совершаются: 
отноептельныя деформаци однородныя и ничтожно-малыя. 

Примная теортю упругости къ тфламъ, одно или два измфреня которыхъ нич: 
тожно-малы, то есть къ весьма тонкимь пластинкамь или проволокамь, мы можемь 
разенатривать конечныя, не ничтожно-малыя, деформащи ихъ длинныхь разифровъ, 
лишь бы только внутреныя деформащи въ каждомъ изъ ничтожно-малыхь элежентовь — 
тВла были ничтожно-малы сравнительно съ его наименьшими разиёражи. 

Если разсматриваемое тфло есть весьма тонкая пластинка, то мы можемь раз 
сматривать тавля упрумя деформащи ел, при которыхъ видъ ея поверхности изи\®- 
ниется замфтнымь образомь, лишь бы поверхность не получила тдф либо излома или 
весьма крутаго изгиба. г * 

Если разоматриваемое тЬло есть весьма тонкая проволка, то можемь разематри- 
валь тавя упрумя деформащи ея, при которыхъ видъ ея оси измфняетея какъ угодно, | 
лишь бы кривизна и завит!е этой лини нигдВ не сдфлались безконечно большими и’ за- 
кручиване каждаго элемента дляны проволоки было бы ничтожно-мало. 3 

Вь этой глав мы будемь разсматривать условия равновфея упругихъ тонкихь _ 
проволокъ подъ вмяшемьъ данных внфинихь сить. Ё 

Подъ именемь проволоки подразумфвается такое сплошное тЪло, наружная по-_ 
верхность котораго можеть быть представлена слёдующимь образомъ: з 

Вообразимь себЪ отрёзокъ кривой линш какого бы то ни было вида; путь А и о 
В суть концы этого отр$зка. Положене точки Р, находящейся ва этой кривой, 6-_ 
демъ выражать разстояыемь $, считаемымъ отъ точки 4 вдоль по кривой лини до 
точки Р; разетояня, считаемыя оть А къ В, будемъ выражать положительными ве- | 
зичинами. : 

Возьмемь какую либо плоскую площадку неизмфняемаго вида и положимь что’ 
эта площадка движется такъ, что центрь тяжести С’ея всегда остается на вышеска-_ 
занной кривой, нЪкоторая лишя СМ площадки совпадаетъ съ главною нормалью кри- 


й, а плоскоеть площадки совпадаеть съ нормальною ‘плоскостью кривой. Поверх- 
ють, образуемая слдомь периметра этой площадки при движени точки С вдоль но 
ей кривой, предетавляеть боковую поверхность правильной проволоки, поперечнае 
чен1е которой одинаково по всей ел длинЪ; на концахъ проволока ограничена плоско- 
ями нормальными къ кривой; направляющую кривую, образуеную центрами тяжести 
Ъхъ еБчен проволоки, мы будемъ называть осью ея. 

Притожь же видф оси проволоки и при томъ же видЪ образующей площадки, мы 
ожемь получить безчисленное множество другихь фориъ боковыхь поверхностей; 
оитъ только переифщать образующую площадь такимъ образомь, чтобы ляшя ОМ 
@ совпадала съ главными нормалями вривой, а составляла бы съ ними уголь, измф- 
ищЙся потому или другому закону. Тавя проволоки мы условимея называть непра- 
ьными проволоками сз поперечнымь спчещем одинаковало вида и размпра. по 
сей длинь проволоки. 

Наконець, если видъ и разибры образующей площадки измфняются по какому 
зибо закону сплошнымь образомь, то образуется боковая поверхность проволоки, с5 
оперечнымь съчешемь неодинаковало вида по длинть ея. 

Мы здфеь будемъ предполагать, что наибольший линейный разибрь поперечнаго 
чения проволоки есть ничтожно-малал величина, которую мы здфсь обозналимъ че- 
3ъ $; это & мы будемъ разсматривать, какъ безконечно-малую величину перваго порядка. 

< Дань видъ и положен!е проволоки въ предварительномь состояни; требуется 
опредфлить, какой видъ ириметъ ось ея; еели въ проволок булутъ приложены ланныя 
объемный силы, а ЕЪ концамъ ея — данныя ваъшея напраженя, причемъ одинъ изъ 
хОНЦОВЪ можеть быть заврёнленъ, какъ увазано въ предыдущей главЪ. 


$ 48. Проволока, ось которой въ предварательномъ состоянш была 
прямолинейного, Величины, опред ляющия положения элементовъ проволоки 
вЪ деформированномъ состоят, 


Мы разсмотримь сначала вопросы о деформащи упругой проволоки, ось которой 
въ предварительномь состояши была прамою лишею, которую мы возьженъ за овь 
2-0вЪ; начало координать помфетимъ на одномъ изъ концов проволоки. 

Чтобы опредфлить видъ, привимаемый проволокою при дфйетви данныхь силь и 
напряжен И, надо прежде веего мысленно раздробить проволоку на элементы по оси ея 
и составить уравневя равновфея, для каждаго изъ этихь элементовъ, тхъ сить, ко- 
торыя къ нему прихожены, а именно: объемныхь силъ и напряжений, дйствующихь 
сквозь его оконечности со стороны сосфднихь элементовъ. Размфры элементовъ по 
длин проволоки мы предположимъ сравиииыми съ #, т. е. порядка малости этой ве- 
личины. 

При собтавлени уравнен!И равновЪия силъ, приложенныхь къ элементажь, надо . 
ить въ виду, Что тлаввый векторъ объемныхь силь, приложенныхь ко всему эле- 
менту, имфеть измфреня того же порядка малости, кавъ и самый объемь его, т. в. 
порядка #, напряжешя же, приложенныя къ концамь элемента, имфютъ изифреня 
этихь площадей очен, т. е. изибрешя порядка ®. При этомъ предполагается, что 
величины объемныхь сить, разечитанныя на единицу массы, и величины напраженяй, 
разечитанныя на единицу площади, ковечны, а не безконечно-велики. Вообще, при 
составлени уравневй равновЪя или движевя элементовъ, необходимо‘ принять въ 
разечеть измбрения везхъ входящихь въ уравнешя величину. 


Каждый олементь проволоки разематривается кавъ призма. "ть ОЕ Боло: : 
задачь, тавъ что деформированное состояше вефхъ точекъ его выражаете тии фор- 
мулами, которыя выведены при ршенёи этой задачи; но для этого необходино о 
каждый элементь, въ его деформированномь состоянии, къ особымь для него коорди- 
натнымь овямъ, одна изъ которыхь совпадаеть съ касательною къ ое элемента. 

Пусть х, у, @ суть координаты, относительно неподвижныхъ 06ей, той точки Р 
оси, которая находится на концф элемента ближайшехь къ началу проволоки. Въ пред: 
варительномь состоянии эта точка находилась отъ О въ разстоян!и с по ови -овЪ, & 
теперь находитея въ разетояни $ отъ начала проволоки, считая разстояня по искри: 
вленной оси ея. Координаты 2, у, = суть функщи отъ с, но (ах) (ау (42), 
равное (45)', не равно (4) (тдф @с есть длина элемента въ предварительномь с0= — 
Отоян{и), потому что элементы въ дефориированномъ состольйи пвмфнили свои данны › 
противу первовачальныхь; положижь, что линейное удлиннен!е едвницы лаины ови эле- — 
мента сеть =, т. е. 

(48 = (ав) (ауу-=- (аг= (46 (1 == 


удлиннен!е = должно разематривать тоже какъ фунещю отЪ с. о 
Касательная въ 1046$ Р къ оси проволоки образуетъ съ осями координат _ 
Х, У, И углы, косинусы которыхъ суть: 


ав аи ИВ 
а о 


^ 


пренебрегая квадратами и высшими степенями ничтожно-налыхъ удлинненй =. 

При предварительномь состоянзи проволоки проведенъ черезЪ точку Р’ двё ливи. 
РХ’и РУ’ параллельны осям координать и означияь черезь т, у, $ координаты 
какой либо точки элемента относительно этихъ осей и оси РЁ’, совпадающей еъ осью, 
Я-овъ. При деформащи проволоки точка Р получить положене, выражаеное координа- 
тани 2, у, 2, прежняя прямолинейная ось элемента будеть обращена въ элементь ври- 
вой лини 3, а преженя лини РХ’и РУ’ вообще не будуть перпендикулярны въ ка- 
сательной, проведенной изъ точки Р_ въ искривленной оси элемента. Возьиемъ эту ва- 
сательную за ось 7, а за ось = возьмемь направлеше перпендикулярное къ 7. и про-_ 
веденное черезъ точку Р въ той плоскости, которая проходить черезъ ось и черезъ, 
линю РХ’. Озвачимь черезъ 2, у, < координаты точекъ деформированнаго элемент: 
по отношеню въ этимъ осямъ; разности Е —т, ч—\, 5—3 будемъ обозначать черезь. 
и, 0, в. та 

Косинусы угловъ А. №» №. Ри» Ру» Вы» Угз уз >. бОСТаВЯЛОМЫХЬ ОбЯМИ ой 
У, 2 въ разныхь точкахъ дефориированной оси проволоки съ осями Х, У, Я выра- _ 
зятся въ трехъ углахь 0, ж и э также какъ и въ кинематик твердаго бла. .. 

Такъ какъ эти углы $, ж и э измёвяютея вдоль по оси проволоки, то ихь о 
должно разсматривать, какъ фуньщи отъ с; поэтому и косинусы: 


А №, №. Вы Ви» Ваз Уз 5 У. 


будуть функшями отъ с. 

Абеолютныя координаты х, у, 2 какой либо точки элемента при деформирован- 
номъ состоян!и проволоки выразятся, по извфетнымъ формулежь преобразованя коор- 
динать, такъ: : 


ве — 
Хаяо рн - и) ъ,, 
о сужу-на-ни но би) ее ее (293) 
к 5 
и—а-н(Ени) ^, + (уе р, +6+1) », 
Здесь и, и, № въ каждомъ элементВ проволоки суть функщи отъ т, , 3; визетв А 
тЬиь эти величины суть функщи и оть с, такъ кавъ онф изнфняются также при пе- 
ход оть одного элемента въ другому: Такъ какъ проволока образуеть сплошное 


ло, то должна существовать зависимость между производными отъ м, 2, № пози 
ИЗводНыми ОТЪ НИХЪ ПО С. 


Для того, чтобы вайти эту зависимость, примень во ввимане, что х, , 2, Какъ 
ординаты относительно осей Х, У, Я точекъ проволоки въ деформированномь ея с0= 
оянш должны быть функщями начальныхь координать т, 5, (с-н5); въ виду того, 
о онф должны быть функщями оть сумны (с-=5), мы должны заключить, что произ- 
дня отъ х, у, 2 по с должны быть равны производнымъ по $; велёдетве этого по- 

5 слдующия равенства: 


Хх (2* ме (д 5 дю дю _ 
2\ 4 Е бе. (5 д) 


о - (уник “ > 2($-1),.:-.. (294, 1) 
о [иди 0% __ 05\ ди _ д 
^, | = Я] ( *) а | >) 
== Чечни) уно = ини), - . (294, 2) 
0 ‚ди 9 9% ди 0 
» (. в, те оЦы *) 
ь Черни #0). . (294, 3) 


ЗдЪфеь = вошло потому, что производныя отъ 2, у, 2 по с замбнены (по форму- 
мъ (292)) произведенями », (1-н=), », (1), », (1+2). 


Ршивъ равенства (294) относительно разностей производныхь поз и оси 
инявЪ ВО вниман!е извфотныя соотношевя между косинусами », он: :%:5 пО- 
чимъ слфдующия выраженя для этихъ разностей: 


и = ини 


паи ачи’б-+ир кс (295) 


они р— (ны Ч = 


бич, б.... ...\. 


$ 49. Уравненя равновЪея элементовъ проволоки. 
Согласно съ тЬмь, что было высказано въ первыхь главахъ этой книги, прило- 
женных къ каждому элементу проволоки внфшийя объемныя силы и напряженя, дёй- — 
ствуюния на его оконечности со стороны сосфднихъ элементовъ, должны взаимно: урав 
новфшиваться. . 
Означимь черезъ В, В,, В, › Л, Л, гы р. на оси Х, У, 2 тлавнато | 
вектора и главнаго зомента напряжение Ытарющихь сквозь вее поперечное сВчене _ 
проволоки, проведенное, въ точеЪ Р (2, у, 2, 3) оси ея; притом это суть напряжения, 
дБйствующя сквозь это еБчеше съ той стороны, гд® больше чфиъ въ Р, на ту ст 
фону, гдф $ меньше чфиъ въ Р. Означимь черезь В;, В; ‚В, Л, т, 
того же главнаго вектора и того же главнато И. на обл 51 #. 
пряженй берутся вокруз точки Р. ; 
Этотъ главный векторь В и этотъ главный моменть „7 должны быть сплопи 
функшаями координать точки Р или величины $, опредфляющей мЪфето этой точки на 
‘оси проволоки, такъ что на другомьъ конц элемента, въ точк% Р, (в-н 48), проэк 
‚ из оси Х-овъ вектора напряжений, дЪйствующаго сквозь проведенное здесь овчени 
на внутреныйя частицы элемента, будеть равно: 
В+ 24. 
Проэкщя на ту же ось главнаго момента тёхъ же напряжений вокругъ точки 
будеть: 


ал, 
Л. ле 8, 
а прозкщя главнаго момента тЪхъ же напряжен! вокругь точки Р будеть равна: 
- Де 
= 8 „В.— у,В,) @3, 
потому что разности между координатами точки Ри точки Р, выразатся величи 
— у,48, — »,@3, — у,43, отбрасывая члены высшихъ порядков малости. 


” Проокщй тлавнаго вектора объемныхь силъ, приложенныхь въ элементу, мог: 
быть выражены тавимъ образомъ: 


53.43, 033,45, 03.43, 


во 


в есть плотность вещества проволоки въ точкЪ Р, а 33 суть интегралы, раепро- 
аненные на площади офченя въ точкЪ Р: 


з. Е 3, [Го з. Г За. 


Произведеня 0%} можно разематривать какъ объемныя силы, разсчитанныя на 
иницу длины проволоки. 

Подобнымь же образомъ и проэкщи на оси Х, У, 2 момента вокругь точки Р 
ъемныхь силъ, приложенныхь къ элементу 43, будемъ обозначать черезъ: 


‚ 08,48, 0%, 43, 09,48. 


Выразимъ, что сумма проэкщий на ось Х-овъ напряженй, приложенныхь къ кон- 
мъ элемента, и объемныхь силъ къ нему приложенныхъ, равна нулю; получимъ; 


—В,-+- В. Е — <3,.48=0. 


Такихь образомь составимь шесть дифференщальныхь уравнений для каждой 
чки оси проволоки: 


ЧЕ оВ, = 0, У оВ, =0, Чо. =0...... (297) 
Чечн» В. —›.Ву+ 08 = 0, ` 
ал, 


а —.В,—э,В,-- 0%, =0, 


ал, ЗЫ 
о УВ: — „В. 0%, = 0, 


В,—= ВЕХ,- В, в, Ву»,, Л.= ЛЬ, Лу р, Лу... .-. 

На основави извфотныхь зависимостей между девятью косинусами, а также п 
Между ихъ производными, можно рЪшить эти уравнен1я относительно производныхъ по 
оть Вь, В,, В,, Л, Л,, Л; и тогда получимь слфдующия дифференщальныя ура- 
вндя: 


1+ Ва Вино ВА, + 82) =0, 
Че-- Ви Вне Вр, ВД, 1... (999) ` 
ы ав: 


ЗЕ —= Вр— Виан о (В, 3», 3.5.) =0, 
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ее те Ла-— Ли Ве сл, = Фу „) = 


о — Ди— Ло Во (ив, Зв, % и) =0, 


г = Лр— 2.4, = в (® Же %)=0, 


здФеь: 


= (1—2), 4=9 (1 —®), и=е (1—9), 


Зъ томъ или другомъ вид, эти шесть дифференщальныхь уравненЙ заключають | 
9 неизвзотныхь функшИ отъ 5, когда видъ искривленной проволоки неизветень. В 
самомъ дълё, кромв трехъ изъ девяти косинусовъ ^„, ”,, ..-.,) ЗДФЬБ ВходятЬ еще — 
шесть функщи В», В„, Ву, Л. Л., Л,. Однако, если раземотрьть значешя вели 
чинъ р, 9, хи предположить, что каждый элементь деформируется по тому же за- 
кону, какъ призма въ задачь С. Венава, то окажется, что моменты Л, Л,„ 1, мо- 
гуть быть выражены въ р, 9 их. 


х 
$50. Зависимость между величинами р, 4, ” и моментами .7._ 
Предетавимь себЪ, что вдоль по искривленной оси проволоки перенфщается точка 
Ю, которая служить началомь трехь координатныхъ осей: 2, направляющейся по ка. 
сательной къ оси проволоки, въ сторону возрастающихь з, оси =’, направляющейся п 
главной нормали кривой въ ‘центру кривизны и №", направляющейся по бинормали 
Означимь черезъ »,, У,» У. А, Ау, А., М,, М,, М, косинусы угловъ, составляе- — 
ныхъ этими осями съ осями координат. : 
Такъ какъ первые шесть косинусовъ могуть быть выражены слёдующими произ. 
водными: : ; ы ь 


а ау 42 @х Фу 9 
У аа ав а Азат» Ау ая, А. аж 


тдв © воть радлуеъ кривизны кривой въ точкВ Ю, то три послфдее косипува выра: 
затся такт: 


м, (29 и), м, [Е м, м. = а и) 5% 


43488 — 48 48 4: а аз а = \ 4 чая 


Величина (1:1), равная слВдующему кораю: 


выражаеть завипие кривой лини въ той точкЪ, въ которой находится точка Ю*). — 


*) См. Кинематич. часть составленнаго мною курса аналитической механики, стр. 259, 


а: 
5483 


А 


вайдемъ, что р’= О и что 9’= (1:5). 

Величины производныхь по $ оть восинусовъ М,, М,, М,, помноженныя на 1, 
выражаютъ косинусы угловъ, составляемыхъь съ осями координатъ вращательною ско- 
ростью точки, находящейся на бинормали въ разстояни равномъ единиц отъ точки Ю. 
Очевидно, что эта вращательная скорость перпендикулярна къ оси У”, но кров того, 
она перпендикулярна также и къ оси 2, какъ видно изъ того, что р’==0. (Вели 
одно изъ двухъ выраженй для р’ помножить на [, то получимь выражене косинуса 
угла, составляемаго направлешемъ вращательной скорости вышесказанной точки съ 
овью 2). Слёдовательно эта вращательная скорость либо параллельная оси =”, либо 
противоположна ей; а потому: 


ам. _ _ @ уаМу Ее ум 
Е Га = За Как 


Составивъ теперь выражене: 


о хам, ам, 
дает (. а Ар. 


найдемь, что "’===Н (1:0). 

Такъ какъ у, “и” суть проэкщы угловой скорости воображаемаго твердаго 
тля, неизифнно связаннаго съ осями =’, п, на эти оси, то изъ предыдущаго 
получается слфдующая теорема кинематики. 

Если твердое тъло движется таким образом», что какая либо точка ею 
описывает» са постоянною скоростью какую либо непрерывную кривую и нтко- 
торая ось тльла (2), проведенная черезь эту точку, направлена по касательной 
кз этой кривой, а друзая ось (=’) направлена по злавной нормали кривой, то 
упловая скорость ттьла, вседа заключается в5 плоскости осей У’ и 2. и притом 
проэкиёя умловой скорости на бинормаль равна кривизнть (1:5), а проэкщя ея на 
касательную равна завитию (1:1). 

Предположимь себ теперь, что черезъ ту же точку Ю проведены двф друмя 
ззаиино-периендикулярныя и ортогональныя къ 7 оси 2 и \, которыя, при движени 
точки Ю, вращаются въ плоскости =”\”” по а произвольному завону; пуеть 
ф веть уголъ составляемый между собою осями = и =’и (: — Ф)— толь, составляе- 


мый между собою осями Е и №. Пусть ^^, Ав, ру, р, означають косинусы 
угловъ, составляемыхь этими осями =, т с  еподвлжВыми осями Х, У, 2. Между 
этими косинусами и тЪии, которые обозначены большими буквами, существуеть нёко- 
торая простая зависимость. 
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АЕ" 08 ачиВЪ черезъ Ч сферичесьйй | поль (чертежъ в 
Е треугольнивов ТЕХ иЕЕ’Х сабдуюния два равенетва 


м, =^, эт 9—8 ФУ, и 
АЕ =», о ви ИН 05 


изъ которыхъ получимъ: 
^,=М, зп ф- Л, 608 $. 


Подобнымь же образомь получимъ: 


= М, 008 ф— Л, 3 $. 


Подобнаго же вида соотношеня между косинусами угловъ, составляемыхь тии 
обями ©ъ другими двумя неподвижными осями Уи &, т, 6.; ^,=М, 5% _Ф+ 
А, 098 9, и проч. 

Вельдотве этого окажется, что р,, 9, и”, выразятся слфдующижь образомъ:, 


ау; Г п 
в= — (в, а 


и 5 ме», би, = Ч зо, 


а а, 
р 


Олфдовательно (—7,) и 4, суть кривизны проэкщьй оси проволки на плоскости | 
ЯГи Е, аи, воть сумма завит!я оси проволки съ закручивашемь плоскости = 
относительно плоскости кривизны вривой. 
. Вернемся теперь къ формулам (248) —(250) стр. 145, выражающииь перем 
щения точекъ призмы, закрепленной на одномь концё и подверженной внфшнимь на- 
пряженямь на другожь. Примвнихь эти формулы къ точкамъ элемента, разсматривая у 
элементь какъ призму, закрыпленный конець которой есть поперечное овчене про- 
волки черезъ точку Р, а свободный — такое же счене черезъ точку Р, (зн 8); за- | 
ифнихь 2, у, 2 въ формулахъ (248) —(250) черезъ х, Уиз. Составимь выражешя | 
для поординать хи, уно, унию точекъ оси элемента; они будуть: 


ё 
хи=—а ы а 6) += — 455 


з 
— 65, ни @-на, 
здфеь положены рт и В, равными нулю, такъ кавъ ось элемента касательна къ обл е 
въ точек Р. 
Означимъ эти координаты черезъ Е, п, ©. Уравненя проэкщи оси элемента и 

_ плосвоети 22 у 2Х будуть: 


а це ъе 
— +42 0-26; 1— а+42 @+46 


] Еривизны этих кривыхь въ точкф Р будуть слфдующя: >= 


ее, Зах анис 
а п-а = о па 
Линейное удлиннен!е по оси равно 5, т. в. 4; это веть то самое, что мы обозна-_ 


чали черезь е и предполагали величиною ничтожною. 
Изъ вышесказаннаго слфдуетъ, что: 


рЕрИ—о=е, = -9= А, 


Для того, чтобы относительный деформащи въ каждом элемент проволоки были 
ничтожно-малы сравнительно съ размфрами элемента (а разибры имфють измврене 
ИЧТОЖнО-Малой длины #), необходимо, чтобы и, ©, © пили измврешя &* или квадра- 
товъ координать т, у, 3; слЬдовательно т коэфищенты въ выраженяхь м, р, №, ко- 
торые помножены на первыя степени этихъ координат, должны имфть изибревя нич- 
тожно-малой величины #, т же коэфищенты, которые помножены на вторыя степени ‚ 
или на произведешя координать т, у, $, могуть быть величинами конечными; наконень 
тв коэфищенты, которые помножены на третьи степени координать, могуть быть 
весьма большими величинами порядка (1:2). 

Въ формулахъ (248) —(250) коэфищенты, помноженные на первые степени ко- 
ординать, суть а, В: и Вь; на вторыя степени координать помножены: а, а, ими на 
третьи степени: 6, и 6,. 

Поэтому, для того чтобы элементы проволоки получили деформащи ничтожныя 
сравнительно съ разм рами самихъ элементовъ, необходимо, чтобы @ или = было изи}- 
решя не выше #, чтобы а,, а, и ©; были конечные и чтобы 6, и В, были изм%ренйя не 
ниже (1:0). $ 

Предположимь, что плоскости 7, ИУ заключають въ себЪ главныя оси инер- 
циг поперечнаго свченя проволоки, проведеннаго черезъ точку Р; тогда, по формуламь 
(261) стр. 146, коэфишенты а;, @,, а, В, и в, выразатея такъ: 7 


Коэфищенть же вручена х, по формул (271), разнится оть отношеня: 


Е 
К. о) 
членами, видъ которыхъ зависить оть формы еЪченя. 

Такъ какъ площадь 8 понеречнаго свченя проволокя имфетъ измбреня #2, а мо- 
менты инерщи ея имфють измреня #*, то для того, чтобы коэфищенты а, а, @., &, 
5,, 6,, инбли вышесказанныя измвренйя, необходимо, чтобы моменты л., Л., Л, были 
измфрешя &*, а векторы Б., В, В,— изифрени #°. При такихъ только напряженяуь, 


_ вами, мы завлючииь, что _ 


_ на единицу длины ел оси, т. 6.: а и поэтому: 
5 > 


_ ПыхъЪ къ концамъ ея. \ 


_ Пренебрегая ничтожно-малыми величинами сравнительно съ конечными 


Что касается до 7, пли ”, то очевидно, что это есть величина крученя проволок 


Те м 

: = ел Пн. .. (303). 

$ 51. Различные случаи равновъея проволоку. поподвержаиан 
объемнымь силамъ. й - у 
Примфнимь дифференальныя уравнешя $ 49-го къупругой проволокЪ, бывии 

зь предварительномь состолнйи прямою и неподверженной никаким объемнымь сила 

вдоль по веему вя протяжению. Предполагается, что такая проволка находится въ де- 

формированномь состолюйи только подъ вмяшемь виЪъшнихь напряжен!И, прилож 


Изь уравнев! (297) $ 49-го будеть слЪдовать, что въ этихъ случаяхь В, 
В,, В, должны быть постоянны по всей длин ея. Такъ какъ положеше осей Х, 
ий произвольно, то расположимъ ихъ такъ, чтобы постоянныя, которымь | 
и В, были равны нулю; тогда: 


ВЕ, Вр, Ву 0 
В; ^,-- В; в, В;у,= я 
ВЕ». ны - 
Отсюда: › 
Вё=».0, В.О, В,=,С. 


По формуламь (302) п (303) замвнимъ въ уравнешяхь (300) $ 49-го моменты _ 
Ле, Л, Л, слфдующими величинаяи: 


Л,= ЕЗ,р, Л,= Ед, Л.= Ебу, 
тд 


` причем значки с внизу буквъ будуть, для краткоети, отброшены; велёдетве 
уравненя (300) примуть слдующий видъ: : з 


` 


— 3-м бе-оь| — в 


9% — 6—9 рб». ь........ ...... (806) 


6 (8—9 20, 
48 0,= 0: Е. 
Тавъ какъ кривизна и кручене проволоки должны быть конечны по. всей длин 
то должны быть конечны р, 9, хи ихъ производныя по $, а потому члены уравне- 
ай (306), заключающие эти величины, будуть измреная 2 (тавъ кавъ таковы изм}- 
решя моментовъ инерщи 90, 38 и ©). "То же самое изиврене должна инфть и О,, т.е. 
величина напряжения; она должна быть порядка #*, не ниже. 

Уравнешя (306) аналогичны Эйлеровымъ дифференщальнымь уравнешямь вра- 
щешя тяжелаго твердаго тфла вокругь неподвижной точки, находящейся на одной изъ 
главныхь центральныхь осей инерщи тфла, предполагая, что тажесть дЪЙствуеть па- 
раллельно отрицательной оси -овъ (если С, положительное). Раземотримь различные 
случал, въ которыхъ уравнешя (306) могутъ быть рЬшены и просяъдинь аналогию та- 
кихъ случаевъ съ соотвфтствующими случаями вращеня тлъ. 

1. Начнемь съ тЪхъ случаевъ, въ которыхъ ось проволоки обралурть плоскую 
кривую въ плоскости 2, причемь ось \" заключается въ той же самой плоскости. 

Тотда изъ девяти косинусовъ четыре: ^,, ^., р. »„ равны нулю, одинъ: №, ра- 
венъ единиц, а остальные выражаются въ уз Ф, составляемомь осью 7. съ обыю 7, 
& именно: р, = 008 ф, р,= — 91 Ф, У,== 8 ф, у, =008 ф. Поэтому 4 и и равны 


Изъ трехъ дифференщальныхь уравнений (306) остаетсл только первое, которое 
можеть быть представлено въ слфдующемь видЪ: 


А 


, @ 
48 © а 

Интегрируя это уравнен!е и предполагая, что начало координать взято въ той 
тТОЧЕЪ, гдВ р = 0, получимъ Зр = — Су. Означивъ черезъо радлуеъ кривизны кри- 
вой и привявъ во внимане, что (какъ слФдуеть изъ предыдущаго параграфа) въ на- 
стоящемъ случав (— р) = 1:0, получимъ слфдующее дифференщальное уравнен!е 
кривой лини, образуемой осью проволоки въ изогнутомь состояви: 


выражающее, что радлусь кривизны оси проволоки въ разныхь точкахь ел иметь ве- 

личину обратно пропорщональную величинамь ординать точекъ; эта кривая есть ни 

Что иное, какъ упруюя линея Якова Бернулли. ь 
Уравнение (307) можеть быть представлено въ такомъ видЪ: 


Фу 
а с, 


оадо Чи итнтрровть это уравнене, мы предета: п 
‹оставленное нами первое изъ дифференщальныь уравнений (506), в 


дующень: 
3 ) — 8 = — С, п о. 


Интегрируя уравнеше въ этом видЪ, получимъ: 


(= —20 5... ..--- тель. -(809) 


Это уравнене аналогично съ три, которое выражаеть законъ живой силы въ | 
качани сложнаго маятника вокругь неподвижной оси подъ втянемъ силы тяжести, 
причень $ замфняеть время. Интегрируя это уравневе, лолучимь тавъ сказать неявное — 
уравнене упругой линш въ вид зависимости между углом ф и длиною дуги 8. = 

Руководствуясь аналогею между формулами, относящимися къ качаню маятника 
и въ упругой лин, мы можёмь прямо написать нелвных уравнения раздичныхь кал 
тор упругой лини. 

Предотавимь уравнене (309) подъ сабдующииь. видомь: 


и сравнимь его съ соотвётственнымь уравневемь движеня маятника: 


4\8 39 в ы ` 
(%) =т (сов =— т) о СЯ 


Сходотво нежду отиии двумя уравненями будеть полное тогда, когда С, будеть 
отрицательною. Тогда (— С,: 3) будеть на мфет (9: В), отношенае (№: 20; па и з 
ств (6: В) из па иБет 

При № меньшемь 40? длина дуги з можеть быть выражена въ ф по зон 
въ твори маятника формул: А 


тд 
Е = *, 608 Фу 5 тя эт®, п =. 
При # = —2С., когда Ф;=тий==1, длина 8, ечитая оть того мфета, гда 
р я Фо , ‚ › ТАВ 
ф== 0, выразится тавъ: 
- 


= Уп (1—3) а Ь $ 


И 


_ Прий большень. зоо длина дуги $, считая оть. того обет, во=0 
выразится тавъ: , ь 


тд @ (® — 20) = —4С,. 

Чтобы получить уравнение упругой лини въ координатахь 2 и у, возьмемъ ура- 
внеше (309) и подетавимь въ него (— 1) вифсто производной оть ф по 3 и затфиъ 
замфнимь р черезъ (у: 2) (такъ какъ Вр = — Су); тогда у выразится въ 608 ф слф- 
дующимь образомъ: 


ив (ве— 0)... а А 4) 


ЗамфнивЪ здфеь 603 ф единицею, дфленною на корень изъ 1 -+ (у), рышивь 
уравнеше относительно производной у’ (отъ у по 2), отдфливъ. перемённыя п интегри- 
рул, получимь: 


—@- у) 
а ое (п — @— 4у, 


а?= 2. (1 — т 


т. е, @ воть ордината у, соотвфтетвующая углу ф, равному нулю. 

Положимь у = аз м и (при < 40.2) возьмемь за начало координать ту 
точку кривой, гдё у= 0, тогда 2 выразится такою разностью двухъ эллиптическихь 
интегралов втораго и перваго вида: 


тдЪ 


и 


„У 7 оз и Чи т ее (314) 


У4п — а? с03? и 
о 


- На чертежахь 37-мъ, 33-мъ, 39-мъ, 40-мъ и 41-мъ представлены пять ви- 
довъ упругихъ вривыхъ, соотвфтетвующихь й* меньшимь 4С!2. 

Кривыя вида, изображеннаго на чертежь 37-мъ, получаются тогда, когда уголь 
Фо меньше прамаго: на чертежь изображено нЪеколько перюдовъ этой кривой, соотв%т- 
ствующихь нфеволькимь перодамь угла о. Въ точкф А изображено направлене силы 
0, в въ точь О — направлене реакщи неподвижной точки, въ которой закрбалень 
этоть конець проводки, 

ели уголь Ф, настолько малъ, что можно пренебречь четвертым и высшими 
степенями отношения 4:2 У», то 2 можно выразить тавъ: 


2=Ув [и (1 =) В зы] ^ 


у Е а... 
таково приближенное уравнене упругой лин при весьма халой величии стрьлии про 
тиба. 


_ ели можно пренебречь и вторыми степенями отношешя а: 2 Ия, 
упругой ливи приметь вадъ уравненя синусоиды: 


8 
у =авй =. 
я п 


Кривыя вида, изображеннаго ва чертежв 35-мъ, получаются при угл Ф,, 
цомь прямому. Какъ въ предыдущень, такъ и въ настоящень случа разстояе оть 0’ 
до основашя В (черт.`38) наибольшей ординаты у=ФЬ выразится” А рая: 


ноетью: ы 
ав=Ут (2Е—К)........- та 
тд%: 
8 Е 
, Е а 
е в [УТРУ 4, к == ЕР’ 
и гв ЖИ —=а. 


При & равномъ нулю 2Е=пти 2К= т; затфиъ, съ возроставемь &, В) 
мается, а К увеличиваетея. Поэтому, съ увеличенень а`иля , длина 2»; уменый 
и обращается въ нуль при такомъ А, при которожъ 2 =К. с 

Кривая вида, изображеннаго на чертежь 39-мь, получается при углахь ©, бол 
ошихь прямаго, пока разотояне 2у, не обратится въ нуль; тогда кривая получить вий 
изображенный на чертежв 40-иъ. При дальныйлемь увеличени угла 9, получался 
выя вида, изображеннаго па чертеж 41 -мъ, причемь 28 сдЪлаетея уже отрицательным. 

На чертежв 42-мъ представлена упругая лини, образующаяся при й рав 
(— 20,) и соотвфтетвующая тому случаю движеня маятника, когда онъ авсинптоти: 
чески приближается къ своему положению неустойчиваго равновейя. м 

Такъ какъ тогда а = 2`И м, то если взять за начало координать абщиоеу, с0- 
отвфтетвующую ординать у = а, выражен!е для 2 получить слвлующий видъ: к 


ч = 
гу [в нам 


= 
5- 


эт 


м = — Уи — + Ин" 


С В» тАХЬ случаяхь, когда № а 2С;, ордината у не обращается въ нуль (какъ 
зидно изъ равенетва (.4)), но достигаеть занибньей величины 6 каждый разъ, навъ 
08 ф обращается въ (— 1). Видь упругой лини представлень на чертожь 43-мъ. 

Вътомь случа, когда С, = 0, проволока изгибается похъ ваящень паръ сить, 
приложенныхь въ концамъ ея. Изъ уравненя 3 — 0 слёдуеть, что тогда р = по- 
етоянному; далфе найденъ; ф == 18 или 3 = Аф, если означить черезь А отношеше 
(1:2). ОлБдовательно въ этомь случаЪ проволока получаеть видъ дуги круга. Вели- 
чины моментовь парь, приложенныхь къ концамь проволоки, должны быть равны 
(ЕЗ: В). 

2. Упомянемь также и объ другйхь случаяхь равноввея проволоки съ какимъ 
бы то ни было поперечнымь сзчешезь, когда на концы ея дФИствують только пары 
сил и когда обь изогнутой проволоки "образуеть не плоскую кривую: 

Если поперечное евчене проволоки есть вругь или правильный многоугольник, 
такъ что 9 =, то уравнения (306) при С, равномъ нулю аналогичны уравненяиь 
вращалельнаго движеня по инерцш тЬла, нуБющаго эллинсондомъ инерции эллипсоидь 
вращентя. 

Изъ уравнений (306) тогда сльдуетъ: 


г=т, р=Р 093 (8-1), = Дэ (8-1), 


вели 6 > 1; здЪеь [= (© — 9) м, Р, ти» суть постоявныя. 

Продолжая изслдован!е далфе, легко убфдитьел, что ось проволоки образуеть, 
цилинлричеекую спираль. 

Если Г, В п С неравны между собою, то вопросъ о равновзаи провблоки 
пифоть аналогию съ общинъ вопросонъ о врящени тфла по инерши. Рёшен!е и этого 
вопроса ножеть быть доведено до конца и координаты точевъ оси проволоки выра- 
затея въ эллиптичесвихь функщяхь и въ функщи ® отъ $*). 

3. Если проволока съ поперечнымь сБчешехь въ видь круга или многоугольника ^ 
будеть изогнута дЪйстемь внфшнихь напраженй, приложенныхь къ концахь ея, при- 
чель С, не равно нулю и ось проволоки не заключается въ одной плоскости, то ура- 
вненя (306) получать слфдующий видъ: 


4 — (9 — 6) 47 -+ С, зв ф эт э, т 2 т во 9-= Ч вт, 
919 = (6 — 90 тр -+ С, эт ф с0зз, = 5 эп эн  с05 5, 
а" __ __ аж а 
ба=0 а 8 
- Этоть вопроеъ имфеть аналог съ вопросомъ о вращен!и гироскопа подъ влйя-, 


Мень силы тяжести вокруг неподвижной точки, находящейся на оси слиметри гаро- 
копа, но не совпадающей съ его центромъ тяжести. Ршен!е вопроса можеть быть 
доведено до конца, но мы ограничимся только тфиъ частнымь случаемь, который ана- 


*) См. статью: Незз, Оеъег 4е Вити пой ОтИнше ешез ппепаНс\ -даппен е1азЫзсвел 
Зак Мавешайзсве Аппа]еп. Ва. 23, стр. 181. 


г 


_ Положивъ. ее бы аНдемъ, ео т р ир 
_ 1608 э=0, а потому помноживъ первое изъ трехъ дифференшальныхъ уравнений 
_ второе на 4 и сложивъ, получихь во второй части нуль; стдовательно Я Е 
стоянному. 


чину ” черезь и, мы найдешь постоянную величину и для производной: — 


бо т 
ж=%— 6, на } 


зави получимъ: 
жЖ= 0,3, э=0, 8+. 


Видъ кривой опредвлится послВ интегрирования саблующахь ‘уравнений: 


4% м а Е р 4 
ЧЕУ: = $ 603 (6,3), у = У,  з (615), и= 


= 608 . 


Уравнешя кривой: 


Г. м зи (в, 5), у и 608 (®, 5), 2==8 608 $, 
выражать, что ось проволоки образуетъ винтовую спираль, касательная къ кото] 
составляеть съ овыю 7-овъ уголъ ф и которая находится на цилиндр радлуса В, 
наго (5 :о,), тавъ что высота № полнаго оборота винта равна (2= 608: в») 

Для того, чтобы ось проволоки имфла такой видъ, необходимо, чтобы 
Л., Л, и, на оконечности: ея были равны: 


д. — Ви о, Д.= ВИЙ зп, ЛКИ 


и чтобы ЕС, было равно: 
ВО 49 (ЭК — В в), 
Моменты же .7,, Л,, Л. должны быть: 
Л, за ф ов ж (ЭК — Ей) Е.В ив, 
2, = 9 за $ эт ож (2Кв — Е И) — ЕО, Зв %, 


Я. = я (в йе ЭК 005 9). 


перпендикулярнымь въ оси 2-овЪ и что напряженя С, и — ЕС, приложены пе не- 
посредственно въ концамъ проволоки, но въ точкамь пластинокъ, находящимся на оси 
2-овъ; тотда проэкциг на оси Х-овъ и У-овъ момента силы ЕС, вовругъ оконечности 
‚проволоки (координаты этой оконечности: с = В зп ж, у= — В 05 ж%) будуть 


равны ЕС, В 608 ж и ЕС, В эт эж, т.е. Л. и Л,. Сльдовательно проволока будеть 
въ равновфои, ниЪя форму цилиндрической винтовой линш радтуса В и навлоненя $ 
къ оси 2-овъ, если къ пластинкамъ, крохв силь 20, и — ЕС,, будеть приложено 
еще по пар силь съ моментами .1, и (— Л.). 

Можно удержать проволоку въ этомь видЪ только силами ЕС, и (— ЕС), безъ 
содВйстыя паръ .1. и (— .1.); для этого необходимо, чтобы % и о, ивли елбдующия 
величины: 

Е 10 Е зш? ф-- ЭК сов? ф 


в = ®.= 


2КЕ со д’ ‘2 2КВ &7 


и чтобы сила ЕС, была равва: 
ы — _ В 
ЕС — р вр, 


Знакъ, минусъ показываетъ, что силы эти должны стремиться оближать пластинки 
и сжимать спираль. 


$52. Винтовая пружина, 
Уравнения равновЪейя, приведенных въ $49, относятся ко всякимь проволокажъ, 
правильнымь или неправильнымь, бывшимь въ предварительномь состояши прямоли- 
`нейными или криволинейными. Между прочимь можно замутить, что изъ уравнений 
(297) и (298) можно исключить величины В; и В, п тогда получимь четыре слвдую- 
ща дифференщальныя уравненя, заключаюния В, Д,, Л,, Л. 


(Вл, 9^— 9,^.) = 03, —=0, 9.= = 0, 
(Вон, 9) 08, =0, 9, = +8, 


4 (В, у: во, 9», —038.=0, 9,= = —5., 


©», 9», -- 9..= 0. 


Ооотношеня же между моментами .Л и величинами /7, 4,7, выведенныя въ $ 50-мъ, 
относятся только къ проволокамъ, бывшииь въ предварительномь состоянии прямоли- 
нойными. Для проволоки, ось которой въ предварительномь состолнш была криволи- 
нейною, предполагается существоваюе слфдующей зависимости между моментами Л, 

‚”овеличинани 1, 4, ” въ дефориированномъ состояши“и величинами 7, 4% ия, въ пред- 
варительномь состояли: 


5 2 Л, 
т _ РРР ЧФ 


№ 


е 


Велёдетвйе этого для проволоки еъ поперечнымь бло, а 
многоугольника, бывшей изогнугою въ предварительном состоянии неподверженной — 
объенныхь силамъ, уравненя равновфея (306) получать слВдующй видъ: 


9 0—4) 7—6" —7) 4+0 фто =0, 
0—6 (ип р— 9 фр— р) г-= С, зп в э=0, .. (348). 
ВИ Я (р-р @—®». 
Положимъ, что проволока въ предварительномь состоянти имбла форму винтовой 


спирали радтуса В, и угла наклонешя (д, къ оси цианндра, так что бу» д ииботь 
слвдующия величины: 


эт? зщ? : зп о с03 
= — в, == ета, е— (о) 


Эта проволока можеть получить видъ винтовой спирали радууеа В и угла накао- — 
нон!я 0, причем новыл э будуть равны прежнимь э, подъ вмяшень напряжений О.Е 
и парь, приложенныхь концамь ея. Въ самомъ дьлЪ, послёднее изъ уравнешй (318) _ 
удовлетворяется тождественно при” равномь постоянной величин и при э=9,, & 
изъ первыхь двухъ, при слфдующихь величинах р, 4, 7 


__ зе эт соб 
Е Е 


Эт, “= — (6,),, 


зш? 
к 


получимь слдующее выражение величины СЁ: 
чом д . ше ше м 
сЕ=% (2к(“" п пн) вр Е (ей — 39) 5 9) е 


Моменты же Л,, 1, Л, окажутся равными: -- 


Л,= ЕС,В сов ж, Л,— ЕС, В эт ж, 
д (вай — о ок (Аб йа) в). (890) 


Если концы проволоки будуть прикрфилены къ пластинкамь, въ разстолни @ 
отъ оси цилиндра, то проволока будетъ въ равновфеш подъ вмящемь силь ИС и _ 
— ЕС, и парь Л, и —., приложенныхь къ этимь пластинкамъ. р 

Изь формулы (319) получимь приближенное выражене ведичинь силь, которыя 
надо приложить къ концамъ винтовой пружины съ незначительною высотою шага винта, 
для того, чтобы растянуть ев на незначительную дливу по высотЪ винта; положив (д 
равныхь $,-= 5%, и пренебрегая квадратами п высшими степенями 54, и измненемь — 
радлуса цилиндра, получимь: { 


Я а 
тдф есть длина проволоки, 2 = с08 ф,. 


ОТЛАВЛЕНТЕ. 


Введен1е въ теор!ю ‘упругости, гидростатика и основныя 
‘уравнетя гидродинамики. 


1. О составлен дифференщальныхь уравненй движенйя зибкихь и дарер- 
мируемымь спаошныхь ттьль ВЕ , 
1. Предположеня, дфлаемыя относительно сплъ взаимнодфйствя между атомами .. 
2. Шесть дифференщальныхь уравнен!й для каждой части тфла. 
3. Радусъ сферы дфйствя частичныхь силь 
4, Напряжеше (Зигез5) 
и. Выраженя проэкщя на оси  кобрдинать тлавнаго вектора и главнато момента на- 
праженй, хйствующихь на часть тВла....-.... ее ттанчная 
6. Измфревя папражен!я, дЪйствующаго въ точкЪ данной  поворхиости,  Давловйи, 
натлженя п тантевщальныя напряжен!я .. .. . 
7. Силы, приложенныя въ элементамъ объема силошнато тфла . 
8. Преобразованиые шесть уравнешй $ 2-го...............:- 
9. Примфнене уравнен!й $ 2-гб къ элементарному тетраэдру . - 
10. Формулы преобразованя интеграловъ, распространенныхъ по замкнутой поверх- 
‚ности, въ интегралы; распространенные по объему отраниченвому этою по- 
‘верхностью. ее оочень я кузен еа анна нннь 
и. Дифферешиальный уравнешя для вефхъ точекъ :силошааго доформируенаго твла. 


И. Ридростатика .:.:.:.: 

12. Уравневя равновфея яидкостей к 

13. Условя равновфея жидкости......... 

14, Равновфее тяжелой несжимаемой жидкости въ сосудахъ. Давлеше на дно и 

стфики сосуда. Давлеше на плоскую ставку. Центръ давленя........ 

15. Совокупность давленй жидкости на погруженное т%10. Законъ Архимеда. 

16. Условя равновфейя и устойчивости равнов®е]я тажелаго твердаго тфла, плаваю- 
щаго въ несжимаемой тяжелой покоющейся жидкости . 


Ш. Уравненя зидродинамики .........-...:.. ООВ 

17. Аналитическое выражено движеня силошнаго деформирующагося тфла. Скорости 
и ускорешя точекъ его......... 

18. Дифференциальное уравнен!е неразрывности деформирующагося вещества. 
19. Обпыя дифференщальныя уравнев!я движешя жидкостей, необладающихь тре- 
нему .. веть жеж я * жен» еее женя 

20, Движешя пеежинаеной жидкости, при которыхь екороети имфютъ потенщаль,., 
21. Установившееся движене. Теорема Д. Бернулли....... АВЕО 


стр, 


те 4 

'Учене объ упругихъ деформащяхъ твердыхъ 
ТУ. 06ь однородныхь деформашеяхь сплошназо этьла. 

92; Однородныя деформаци....... ны, зерне лее аннаьнне я п 

23. Элаиисоиды деформации поверхность ‘уданннешй. Кубическое абширенйе! ‘еди- 

иицы объема вещества, 

24. Главныя оси деформации. Разложеше  охвородной деформации на чистую дефор 

мацую и на Вращенше ,.......... тает ока нтье В»... 

95. Коничесвя поверхности равнаго удлиннешя, Нонокажающинся плоскости. 

26. О соединевш однородныхь деформащй . 

27. 0бъ однородныхь ничтожно-малыхъ деформащяхь тя 


У. 0бь эллипсоидь напряженй и поверхности направленй . 
28. Главныя напряжения... 
29. Эллиисоидь напряже. 
30. Поверхность направлевй.... 
31. Случаи, въ которыхъ одно ихи два изъ главы: 


напр. 
Ут. Зависимость между напряженйями и деформашями 
32. Выражевя проэвщй напраженй въ видЪ суммъ, распространенныхь на веЪ№ ча- 
стицы, окружающя ту точку т№ла, черезъ которую проведена площадка. 
38. Состояне упругаго тфла до деформировашя. Предварительный папряжения.. Чо 
34. Выраженя напряженйй вт деформировавномъ еостоянш‘твердаго тфла при пред- 
положен, что относительныя перемфщеня соефднихъ точекъ тфла ничтожно- 
‘малы сравнительно съ ихъ предварительными взаимными разстоянями жъьнк* 
35, Начало д’Аламбера въ примфнеши въ еплошному деформируемому тфлу. ны - 
пр!емъ вывода выражений (153).. 
36. Коэфищенты упругости. Чнехо козфищентовь для вристаллическихь и изо- 
СЕ оо ЕС ЕСО и > 
37. Разсмотре значешй двухъ коэфищентовъ упругости изотропно-: упругаго тфла. 
38. Формулы Грина, выражающия завненмость между напражешями и давлошами . 
39. Сравнеше формуль Коши съ формулами Грина. 
УП. 0 равновьеи упрумио зтъла. 
40. Величины, опредфляюцщия состояше Ав тфла.. 
41. Дифференщальныя уравненйя втораго порядка, которымъ должны оваетворятЬ 
1, ба, 6, 291, 29%, 293 .. . 
42, Уравнев!я равновфейя упрутаго тфла , 
43. Обь устойчивости внутренняго равновфе1я упругаго тфла. 


УШ. Нюкоторые приморы ульшенй вопросовъ о равновъси изотропно- ру. 


ПАВ... аа к- ВЕН ВА У: 
44. Однородный изотроиный циливдръ, подвергаемый продольному растяжентю пли 
сжатно . 


45. Кручеше призмъ. . 
46. Изгибъ призмь, одновременно съ кручешемъ и растажешемь илн сжел1емь 
ТХ. 0 равновъои тонкизь упрунихь проволок . 
Тин Нин и няне янь 
48. Проволока, ось которой въ предварительномь состоянйи была прямолинейно. 
Величины, опредфаяющия похожеше элементовь проволоки въ деформирован- 

номъ состоит .. 

49. Уравненя равнов$сйя элементовъ проволоки . 
50. Зависимость между величинами тр, 4, г и моментами Л. 
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